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QUATRIÈME PARTIE. 

DES CONDITIONS AUX LIMITES. 
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CHAPITRE I. 

/ 

SUîl LE FROTTEMENT. 

§ 1. - Dü FROTTEMENT EN GÉNÉRAL. 

, % 

Le principe de d’Àlcrnbçrt a longtemps été regarde comme fournissant les 
équations lès plus générales du mouvement d\ïn système; puis il a etc nécessaire 
de généraliser ces équations én y introduisant les actions de viscosité; cette intro¬ 
duction nous a conduits aux équations générales de l’Hydrodynamique, éttidiées 
en lapremière Partie de ces Recherches ('). 

Cette généralisation ne suffit pas à mettre en équations tous les problèmes 
mécaniques; pour traiter plusieurs d’entre eux il est nécessaire d’introduire dans 
les formules de la Dynamique de nouveaux termes, les termes de frottement; 
c’est cette introduction, dont nous avons, ci i un autre endroit ( 2 ), approfondi les 
principes, qu’il nous faut étudier à nouveau afin de préciser certains points 
demeures obscurs ou incomplets. 

Considérons un système dénué de frottement, mais qui peut être afïecté de 
viscosité; supposons que la deformation.virtuelle la plus générale de ce système 
soit définie par des variations normales. Les équations du mouvement de ce 
système s’obtiendront en écrivant que l’on a, en toute modification virtuelle, 

(l) - (li^e — (l(2j "P (1(0)%,'^ O. 

Dans cette égalité, d& e est le travail virtuel des actions extérieures; </(5y est le 

(*) liechcrchës sur VHydrodynamique, J re Partie : Sur les Principes fondamentaux 
de VHydrodynamique (Annales de la Faculté des' Sciences de Toulouse, 2 e série, t. III, 
1901, j>. 3 1 5 ). 

(*) Théorie thermodynamique de la viscosité, du frottement et des faux équilibres 
chimiques (Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Fardeaux, 
5 * série, l. II, 189G). 

D., II. 


1 



i». nu» km. 


■v V 

■ . : • i -. 


travail vii'lucl des forces dinertie; </Ç v est le travail Virtuel des actions dë visco¬ 
sité ; enfin 8 T 5f est la vamtioii siiÜîe par le potcM une modification 

virtuelle qui diffère en"Un seul point de la modification considérée î elle laisse 
invariable la tcinpéràluré eh chaerth des éléments hiâtértcls du systèine. 

C’est cette égalité fondamentale (i) qtïe nous allohs modifier par l’intrpductlôh 
d’un nouveau terme en sdh premier membre ; nonâ la remplacerons par l’égâlilé 


(*) 


(h?t -— df tf (iis) (ii$v-\~' dis y — Oj 


ou d&f sera le trqvail virtuel du frùliùfixenl; à l’égard de ce travail; nous allohs 
formuler line suite d’hypothèses. 

Nous admettrons lotit d’abord que îoiüé modification virtuelle du système peut 
être représentée au moyen d’un système particulier de yariâUons nornlales que 
nous nommerons les varicilions privi[tégiéès} ce\\ès-c\\ d'ailleurs, se partageront 
en deux groupes : le premier groupé sera formé par les variations àfVotierneni 
8a, 86, 8/; le second groupe sera formé par les variations saris frotteïnent 

8 m, .< ., 8 / 1 . .y , . / ‘ 

La modification réelle éprouvée par le système dans lé temps dt ’scrâ repré¬ 
sentée par lés variations privilégiées - * 


iq — a f (ll> ib =z b* dt , 


il =: V dt , inï = in 1 dt, 


in — ri dt t 


a\ b\ .., é*», ri seront lés Dites s es privilégiées (iwy correspondent 

respectivement aux variations privilégiées 8a, 86, . ;•* j 8/, 8/n, *... , : 8/i* 

Cela posé, le travail virtuel des actions de frottement sera supposé dé la forme 
suivante: 

/- L_ ri' b* V \» .* 

*../ j ‘^r j oa S(> | | d6 -\r .. * 


(3) 


Les quantités g ny gt>\ * - *, gi dépendent : 

l° De l’état du système a l’instant considéré, y compris la température en 
chaque point; 

2 ° Des vitesses privilégiées, parmi lesquelles ne se trouve pas.la vitesse de' 
variation de la température en chaque point; 

3° Des actions extérieures qui sollicitent le système â l’instant considéré. 
Lorsque les vitesses privilégiées u\ b 1 , > .,, /', m'y *., * n 1 tendent vers o, lés 
quantités g ai gt, . gi ne tendent pas vers o, mais vers des limites finies y a , 
y b} * • . j Y* T 11 * dépendent dé l’étal dii Système à l’instant considéré, y compris la 
distribution des températures sur le système, et des actions extérieures qui solli¬ 
citent ce système. * ' 

Enfin les quantités g rt} g^ } ,\ ., g { sont essentiellement négatives : 


(4) 


ga< O, gb<O t 


gt< o. 
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Soient; P/y.des /cjû Ah.t î lés /;cj ui dcpciulcnt tic l’état du système à l'instant l } mais 
p6.ini dc.la distribution des tempéra turc ssur ce système* Supposons que le (16ter¬ 
minant 

» i> i> 

1 mm • • • 1 


m/i 


» * » » »•• » * » 


i» 


nm 


... i* 


nn 


soit different de o; Les équations 


dm 




on — i\ im dm '-*-.. P„„ 


du' 


définissent lés quantités dm*, ;•••* du* fonctions linéaires et homogènes de 
§/û, Il est clair que 


dû, db 9 •.</ dl, dm', , ., dn' 


forment iin nouveau système de variations privilégiées, où ôt/i db 7 .. ** 61 conti¬ 
nuent a être les variâtions à frottement et où dm', du* représentent les nou¬ 
velles variations sans frottement. Ccl!es-ci/sont donc susceptibles de changements 
dont les Variations a frottement ne sont pas, en général, susceptibles. 

- Parmi les Variations privilégiées 'qui définissent la modification virtuelle la plus 
générale d\in système, il cri existe toujours au moins (> qui soiit des variations 
sans frottement; on peut toujours choisir les variations sans frottement de telle 
sorte que ces six variations-là définissent le déplacement d’ensemble le plus 
générai dri syslèirie dans ^espace. tJri simple déplacement d’ensemble du système 
dans l’espacé n’entraîne donc aucun travail des actions de frottement. 

Les six variâtions dont rions venons de parler peuvent n’èlre pas les seules 
Variations sans frôtlcmcnt. U peut arriver que la vitesse m f qui correspond à une 
certaine variation privilégiée dm soit identiquement nulle par définition; dans ce 
cas la variation dm sera sûrement une variation sans frottement. 

Dohnoris-cn'un exemple ; 

Un point matériel M se meut sur une surface P (pic l’on suppose immobile. A. 
l’instant /, cè point est animé (Piine certaine vitesse s* suivant une certaine direc¬ 
tion tàrigcntc à la surface P. Le déplacement virtuel le plus général du point Al, 
qui doit demeurer sur la surface P, se compose d’un déplacement dedans la 
direction de la vitesse s r cl d’uri .autre déplacement dm normal au précédent et 
tangent à la surface P. Nous admettions que ce sont là les variations privilégiées 
du système. Or, cri la modification réelle que le système - éprouve pendant le 
temps di\ on a 

* S*t!i % 


ds 


dm 


o. 
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La Variation privilégiée correspond, pâi' définition, à une vitesse identiqtic- 
ment nulle; dès lors, ce doit être une variation sans frottement; le travail virtuel 
de frottement se réduit a 

1 - ' . y 

( D ) 

Le AoticincïU équivaut, dans ce cas, à une fpVcc appliquée au ppliitAI; quî àûrâit 
pour valeur absolue— g s et qui serait dirigée en sens côrtlràiré dé îa vitesse du 
point Aî. C’est ce qu’on admet daiï$ lés Traités élémentaires de Alécaniquc* 

Il faut bien observer, dans l’application de ce postulat imposant, cpic éi là 
Vitesse /n' qui correspond à là variation privilégiée Im est nulle par définitiôii, il 
n’én doit pas être dè liicmc de la variation virhielle $/>i ; si, par suite dés liaisons 
imposées au système, on avait iiori seulement in 9 = ô, niais encore im — o, le 
postulat précédent deviendrait un.siiiipiè truisme; car, grâce à Légalité £/)i = o, 
1 expression de cÎGf ne renfermerait sûrement aucun terme en S/n. 

Bien des questions poiirraieht être développées à partir des principes que iiotis 
venons de poser; nous ren verrons à Pcx posé que nous en avons donné ail¬ 
leurs (*); nous nous contenterons d’éludièr ici ce qui arrive lorsqu’on associe plu¬ 
sieurs systèmes primitivement indépendants. 

^ous considérerons d’abord un système formé dé plusieurs parties indépeii- 
dantês et* pour simplifier les dotations sans inconvénient réel au point Üc Vue dé 
la généralité, nous supposerons qu’il n’existe que deux telles parties, lés parties 1 
et 2 . 

ï\ous supposerons que, pour définir la modification virtuelle la plus générale 
de la partie 1 . il faille joindre, aux variations que subit là tempérafurcdes diverscs 
portions du corps 1 , lès variations normales privilégiées 

df/j, obiy .,,, o/j, o/ii,, • i è) é/i,, 

les unes affectées de frottement, les autres dénuées de frottement. Pour la partie 2, 
nous adopterons les notations analogues 


det 


u 




àlt, din u 


o/i j, 


Le potentiel interne de la partie 1 sera représenté pari,, le potentiel inlcri 

de la partie 2 par et le potentiel interne du système que forment ces det 
parties par 

( 6 ) 


« f — + LT • 


* ( ».) Théorie thermodynamique de la viscosité, du frottement ci des faux équilibres 

h i iniques (Mémoires de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux* 

* série, t. JJ, 189 ( 1 ). 
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Nous écrirons 

—■ s —- Aj 4* B, -f* •4~ Ij| ol\ *4" Mj 4- • • - 4~ Nj o/ij> 

— ^Tt/j — Aj 4“ Bj 4* • * * 4" Lj 4- Mj ÔfM j-H*. . 4 d/ij* 

, — E “ «\> | fia | -4- 1)1» | 4" • * * 4* £/, ftti 4~ OlVj d/)) 14^.,. 4~* | d/i | 

*4- *A)j iïctf 4- ^j àl*i 4~ • • • 4"-^jo/j 4- «)ÏV-jo/n»4*. • • 4— i)ï»j$//j* 

Les quantités t\>\ } tii/,, • • -Cn ..., SHi, sont les actions du corps 2 sur Je 
corps i \ les quantités eV*, •••> *C->> •••• $l>[ 2 sont les actions du corps 1 

sur le corps 2* 

Le travail des actions extérieures appliquées au corps I peût > eu (me modifica¬ 
tion virtuelle quelconque; s’écrire 

d& c \ = (c,l)| 4- c.l>| ) 4“ •. » 4- (^| 4- *^| ) 4“.. • 4“ (D£», 4~ ) $/i|, 

4 -Cd * * étant les actions extérieures, non émanées du corps 2, 'qui 
s’exercent sur le corps 1* 

De meme, le travail virtuel des actions extérieures appliquées au corps 2 peut 
s’écrire 

cI*>d € i — (tLj 4- ) 0Uj 4-. *. 4- (Jlî "t~ "Ci) uf* 4“ • •. 4 ( 4~ <î/fj> 


<Â> 2 , .i., ^ 2 , ** ,ÿ ùl> 2 étant les actions extérieures, non émanées du corps i, qui 
s'exercent sur le corps 2. 

Enfin désignons, pour le corps lj les travaux virtuels d’inertie, de viscosité et 
de frottement par 

cibji ~ J a j oo r, 4-... 4- J/i 4- Jmi o///, 4-... 4- J«i o//j, 

<1&V\ = fa\à a \7±' ' • 4* /;ni^W| 4*. . • + fni à n D 

dtfi^ 8a\ j|ry^|4-...4 à'/i 

Dans la dernière égalité, chacune des quantités g dépend de l’état du système 1, 
des vitesses a {i b\ï .. •, m\ y .. n \, enfin de 

* (d>| 4- A>\ ), ( Cl ■+■ v/| )> (i)h, 4- 0Xy\ ). 


Pour la partie 2, adoptons des notations analogues. 



.6 

À la partie 1, applitjuons l’identité (à). Nous aurons 

•? 

*Vi'+ *\>\ *4- Al 4*‘J«i I / I ^ °» 

I ”11 

. • , ' • \ t * - 

. / -> - « w ' * . 

. * _ • * . * • • * ■ ■ - ■ • ■* 

;..................... i., 

; *. f 

( 2 ) ‘ | bl 4 - j/I +y/l =^.°* 

Oïl , -T- Ofl'j -h Mj -h J;/»| H - /ml = 6, 


i > ' . 


I Ob, -f-_ *K>j -f- N| -r* j/it *+■ /ni —O. 

Siy à la partie 2 , nous âpphNjiïqns dé inôme i^identité nous obticrïdrôns des 
égalités analoguesaux jVrecédëhlës, c|u*ll est inutile d'écrire cl cjiic nous nous 
contenterons de designer par (7 bis). 


Multiplions respcctivenient les égalités (7) par Ha 1, * * •> $/|"i ■>;; .y S/ii ) les 

égalités (7 6/s) par *> •>’.®4V v* 4 S/i* et âjotdons méntbre à nicnibrc les 

résultats obtenus ; si nous désignons par cl&ej d&jj lé travail virtuel des actions 
•extérieures) des forces d'inertie et dès actions de viscosité pour le sjstcme 1 t 2 
tout entier, nous trouverons Sans peiné l'égalité 


( 8 ) 


O (l&c — A Ox(«î| LU J ) 4* t/fcy 


+ #<*l 




K 


Ottj-t- 


#1 


K.l 


o/t + 


if al 


tt . * -p- gu t ,, rO/j. 


k 


IM 


* . • . • . . . , . * # -• • . . . r • . * c * , - T 

Si l'on lient compte de l'égalité (6), cette égalité a, comme on devait s’y attendre) 
la forme dé l’égalité (a).' On voit que, dans lin système formé dé plusieurs parties 
indépendantes 1)2, ,'*■*, les variations privilégiées à frottement comprennent : 

i° Les variations privilégiées à frottement qui définiraient lés modifications vir¬ 
tuelles de la partie I, considérée comme un système isolé; 

2 0 Les variations privilégiées à frottement qui définiraient les modifications 
virtuelles de la partie % considérée comme Un système indépendant, etc* 

La quantité g itX dépend dé l’état du système I, des vitesses a ii * , n\ % enfin 

des actions (d*|'4-*l/j), • * *, (0 + -C/i)> (^b, 4-01,'); : mais les actions 

«À/,, . . . ) .. v, OV, dépendent dé l’état du système formé par les parties t cl 2, 

ori peut donc dire que là quantité g a 1, dépend de l'état de tout le système formé 
parles parties indépendantes 1 el 2^ des-vilcsscs.r/', *.*, />', enfin dés actions 
extérieures *1»',, , Ob',; Lés quantités gi> t) g ii} g n1l} .. é, ^/ 2 prêtent a des 

considérations analogues qui s'accordent pleinement avec ce qui a clé dit h propos 
de l’égalilc (à). 

Considérons maintenant une suite continue de systèmes, formés de deux parles 
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ind(5j)Cn(lanles i ci 2, ei supposons que celte suite ait polir limite lnV syslèmé'piY 
les parties l ot 2 présentent un ou plusieurs contacts correspondant *i une liaison 
bilatérale exprimée par des' égalités de là fornW .1 ' 


(9) ‘ 


î\,l * r > 'r i ) /il + l^i ~r- . . . + — O, 

Vai'toi -4-V. .H- l y ,n ’in{-Ç initia P‘ rt , £/**== o, 








t 

• * * 


Ces égalités s^ôbUéiineiit en exprimant que lès parties i et 2 , qui sont en contact 
avant Iç déplacement virtuel 8aj, . • * » iV^a» **♦ *> S/i 2 , sont encore eh contact 
après; pour les former, il suffit donc de connaître la figure et la.position des 
parties i et 2 avant ce déplacement virtuel et le changement que cette modification 
virtuelle apporte à cette figure et à cette position. Dès lors, si certaines variations,' 
dîtes variations sans inertie, définissent des‘modifications virtuelles oiVchaeune 
des parties du système change de propriétés* mais sans changer de figuré, ni 
d’état, ces' variations ne figurent pas dans les conditions (9) et’ Une modification 
ou ces Variations diffèrent sëulês de o îVallèfe pas la valeur des quantités P, 1 ^. 

. Les variaiioffs 8r/j, « *., 8//,, ia 2i ..V * 8/* 2 f étant supposées normales, la figure 
et la position des diverses parties du système ne varient pas : lorsque les tempéra¬ 
tures Varient seules. Dès lors, les considérations précédentes montrent quelles 
températures dès diverses parties du système ne "peuvent influer sur les valeurs, 
des coefficients P/lV; 

> • ■ ■ • • • - » T 

Nous supposerons qùc lorsque le système formé de deux parties indépendantes 
tend Vers celle forme limité; les diverses grandeurs que nous avons eu à considérer 
dans Pétiide dé ce système tendent Vers des limites bien déterminées. 

Nous admettrons alors qu'une égalité analogue à V égalité ( 2 ) est vêrijicc> 
non pas en toute modification virtuelle du système 1-2, mais en toute modi¬ 
fication virtuelle c/iii vérifie les conditions de liaison (9). 

Dans cette équation dont nous admettons l’existence, les termes o r ÿ, r/6,* 
sont simplement les limites vers lesquelles tendent les termes analogues relatifs 
au système formé de deux parties indépendantes ; mais il n’en est pas de même 
des termes cl d&f* * V ) 

Le terme </6» sera la somme de trois autrés : 

i° La limite r/6*., du travail, virtuel des actions de viscosité relatives à fa 
partie 1} 

• % 

9. 0 Là limité djs vi du travail virtuel des actions de viscosité relatives à la. 
partie 2; - 

: 3 ° Un terme travail Vlrtûcl dé la viscosité au contact des parties 1 et 2/ 
Les suppositions à faire au sujet de ce lermc vont arrêter un instant notre attention. 




O P, DUliKil* 

Au mbych : :dcs vamtîbiià^ ♦. S«i| 8 aâv •. m on peut fpVmcr 

des cohibShaSsbns linéaires et homogènes dont les coefficienls déjiehdcnjt de l’état 
du système 1 - 2 , mais point de la clislrihution des tempéralures sur ce système J On 
peut évidemment choisir ces combinaisons , %gi 2 A, «.SA* de tellê:sbrtç 

qu’elles soient ddtèrminéesioriqûè l’on connaît lé déplàcéihènt virtuel relatif des 
parties 1 et 2 au voisinage de leurs points' de contact et réciproqiiement; en 
outre, dé telle sorte que, dans le cas où le déplacement relatif èn question s’an¬ 
nule, on ait . . 


dfz=o f . ..., dg = o, d/i = o, 


dA* =: o. 


Dès lors, il est clair que les conditions dé liaisons (9) peuvent toujours se * 
mettre soiis la formé 


(ib) 


pf 0/ -f* * . 4 - pg àg 4 p/i JÀ 4 * » ,-\r pk dA* zzz ô, 
pfàf-\- ? • «4 pg àg -f /4 dh 4 - •.. 4 - px dfc — o, 


Les quantités'.V *\ dépendent de l’état des corps t et 2 au voisinage de IcUrs 
contacts, mais point de leur téinpéràliirèi 

Pour repasser de la forme (io) des équations de liaison à ta forme (9), il suffit 
de remplacer Z/ÿ og } 3 /i, SA par leurs expressions en fonctions de 

». 4 , Sn,, 8a 2 > $/* 2* Ôn voit alors que les quantités P, P'; . ♦. sont dés 

fonctions linéaires et homogènes des quantités p, //, les coefficients dépen¬ 
dant déj’ctal des deux corps en contact, mais point de la distribution des tempé¬ 
ratures. 

Dans le temps les parties des corps 1 et 2 qui avoisinent les contacts . 
éprouvent un déplacement relatif réel dans lequel 

; df—f’dii . àg—g* dt y àh = h' dl, . d/c — f^dt, 

- -V ■ f 

. • •, A 1 , .., À J sont les vitesses relatives au voisinage du contact . 

Si ces vitesses sont constamment milles 


(") 


r= o, 


/*'=o, 


Â* # = o, 


la liaison considérée est une soudure, 

. • - * : ♦ . . 

Ces préliminaires posés, nous admettrons que dd> w est de la forme suivante : 


(«^) 


— I A f àf 4 •.. 4 bgôg H- F /tiïfi -H... H- F x-d/\ 


Les quantités F dépendent de l’état des parties 1 et 2 au voisinage des contacts, 
y compris la température de ces parties; elles dépendent en outré des vitesses 
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relatives/ 1 , * • •* 'ffï : A r * *'* ** A J f clics s’annulentlorsque tonies ces Vitesses sont 
milles, en sorte que les égalités (i l) entraînent les égalités 


(13) 


F/— o, F*:=o, 


F, 


o, 


• > 


F/. — o. 


Lorsque la liaison établie entre dettài corps est Une soudure, lès actions de 
viscosité au contact dé ces deux corps sont identiquement nul les * C’est une 
propositipu que nous aVons énoncée et dont nous avons fait usage en la pre¬ 
mière Partie de çés Ilèçherches. 

Enfin, lorsque les égalités (l i) ne sont pas simultanément vérifiées, on a 


0 * 4 ’) 


t •« 


F^' V.. ; + Y g g f f-V h h*+. \ ,-h V*/. J Zo. 


Aux propositions précédentes ôn pëut en adjoindre d’autres si Fort admet l'hy¬ 
pothèse de lord Rayleigh ai'tx termes de iaqUclle il existe, polir tout système 
indépendant^ une fonction dissipàtivê. 

• Le cor(>s iÿ ên : ellct, tant qti’il dèmeUre indépèndânl, doit, selon celle hypo¬ 
thèse, admettre Une fonction dissipàtivê; les actions do viscosité qui figurent 
dans dÇ? v \ doivent donc dériver d’ïine telle fonction. Il doit en être de même des 
actions qui figurent dans Dès lors, pour que le système tout entier dérive 

d’une fonction dissipàtivê, il faut et il suffit que les actions de viscosité qui 
figurent dans dérivent d } une fonction dissipàtivê qui sera forcément une 
forme quadratique en , g J ) h\ ..., k\ 

Supposons qu’à l’une des vatiatioiis virtuelles <$J\ « * %g } 3 /i, * . », §/•*, soit la 

Variation SA*, corresponde une Vitesse k f identiquement mille; la fonction dissipa- 
liVe dont iious Venons de parler né renfermera pas de terme on A J , en sorte 
qüe Fi sera égal à o et què d& w ne renfermera pas de terme en SA*. 
Occupons-nous maintenant du termeYfô/. 

Ce terme, lui aussi, est la somme de trois autres : 
i° Du terme 


(!5) 


i— (|«i TTinf j>''T f)/f. 


Les termes ^1, ♦ (j/i dépendent de*l’état de tout le système formé par les 
parties 1 et 2, y compris la distribution des températures sur ce système; des 
actions extérieures appliquées à ce système; enfin des vitesses des diverses parties 
de ce systèmç. 

Le terme (j nï n } est pas la limite vers laquelle tend le ternie g ai lorsque les 
deux', parties- i et 2 viennent ait contact* Nous verrons tout à l’heure quelle 
rclâlion existe entre les quantités cl tjrt, . 

D., IL ' 2 

* 
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On a d’âÜlcur* 
(l6) : 


a° Du terme 




(?rti <Co, 


Ç/i < O t 


• • ■ # » .■ 


r < 

»• i >i •' 




(i 5 £/$) 


#. . «i» ‘ 

” 5/i i v ?, d(l\ +.. . -f- (r . i ■ 


TT^lt, 


■ ' * - , s\ 


>çi-r\)ai r / . ««i't'* • | // « 

l a i| Mil • r//*/: 

' - • # t « • l » 

analogue'ait ternie */S ol . ! r * V ’ ' ; vî 

3 ° Du terme dià^y travail virtuel do fï'otienienl au contcicl cles corps i ’et 2 . Ce 
terme va être étiidié dé'près. \ * ' 

Parmi les diverses manières de déterminer les variations virtuelles 8/*, g> 
</;, U y nous supposerons qu’il en existe a\t moins une telle que l’on puisse 


écrire 


07 ) 


- • // 

. * •• . *» / , 


<%= g, a/+•.. ;g, T f r 


l/'l 


ir l 


le travail; virtuel <:/&>, ne renfermant aucun terme en 8 /e,- ... . , 8/r; tj sé.pèUt, dii 
reste, qiVil n^xiste aucune vàOaiion telle que 8/i, ... . ,.8A\ , , r . , 

Si l 1 il lie des quantités 8/, * . . * 8^ ? 8 h } . .., 8Ar correspond à une. Valeur mille 
de celle des quantités/V». * * > g'* '7t # , <. ., k* qui lui correspond, le facteur Ç 
correspondant est supposé égal à ô; la Variation correspondante est Une des 
Variations 8/t, . . SA'. Dàrfs l’étude du mouvement d’un point jrriatériel sur une 
surface, nous avons déjà trouvé une occasion d’appliquer cette Remarque. 

si r une des quantités 8y*est mill üpar liaison, elle cesse évidemment de figurer 
dans l’expression dece qui revient au même que si l’on supposait G /— q; 
si la liaison établie par les égalités (io) ou les égalités (i i), qui leur, sont équiva¬ 
lentes, est telle que 

• ... * ■ ■ - - - ; 

V = Oy ..., . , ,, 

dZ^ est identiquement nul; le résultat est alors le même que si l’on supposait 


(18) 


(if — o. 


> - 


G a O. 


Les quantités G qui ne sont pas milles sont négatives ; 

* \ 

09 ) G/<o, G^<o. 


Les quantités G dépendent de Létal du système, des actions extérieures qui le 
sollicitent, des vilcsses’de scs diverses parties. ’ * . ‘ ' 

On voit qii’en somme, pour, passev de ce que nous ayons dit aujsûj'et du froîlc- 
ment en général à ce que nous venons dç»dire a\t Isujct du frottement au contact 





RECHERCHES SUR h HYDRODYNAMIQUE. 


I I 


de deux corps qui présentent une liaison bilatérale, il suffit de formuler dîne 
seule hypothèse qui est la suivante : 

Les variations privilégiées à frottement du système formé par les corps 
1 et 2 se composé ht * 

' i° Dey Wriatioris privilégiées à frôtiement bui, S/, de la partie 1 
considérée comme Un Système indépendant; 

2° Des variations privilégiées à frottement ba 2y .. àl 2 de la partie % 
considérée comme uâ système indépendant; 

3 ° De certaines variations S/, . . b g qui sont déterminées lorsqu'on 
connaît le déplacement virtuel relatif des parties voisines du ou des points 
de contact , et qui s'annulent avec ce déplacement . 

Poussant plus loin, nous allons introduire deux autres hypothèses, auxquelles 
vont notas conduire les considérations suivantes : 

Nous admettons, avons-nous dit, qu’une égalité analogue à l’égalité (2) doit 
être vérifiée. D’après ce qui Vient d’être exposé, cette égalité s’écrira 


(20) 


dÇj c ày% -J- dG( 1 + d(r>n ■+■ d(s v , -t- -l- d<s>^ 

+ V/àf -h . v -H Fçdg -f- V /t dit -t-... F x d/i 

-h (\ f T~7j- àf Vif, og = o. 


Cette égalité (20) doit avoir lieu, non pas identiquement, mais pour toutes les 
modifications virtuelles qui vérifient les égalités (9) ou, ce qui revient au même, 
les égalités (10). 

Or lés quantités bf . . ., bg } bh t . . ., bk étant des fonctions linéaires et homo¬ 
gènes de bà ly . . ., S/i|, ba 2y . . ., bn 2 j le premier membre de l’égalité (20) est, en 
définitive, une forme linéaire et homogène des variations 


ba 1, • * •, f)//,, ôftj) * • • 1 d/ijj 

forme que nous désignerons par 

A ^ oa 1, » • «j d/i,j • •. y o/fD* 

Les coefficients de celle forme dépendent de l’état du système formé par les 
parties 1 et 2, des actions extérieures exercées sur ce système et des vitesses 
a |, . . «, n |, , ■ .., //«i ♦ s 
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Inégalité (20) ou 

• * « * . . • * 

(ai) A(dâ t , .. dn if da t , . \ d/i f ) = o 

■« . • % • • < . 

» /• V. 4 n'Y 1- Y*1 -.4 


• . r ^ 


. ^ 


doit être vérifiée toutes les fois que Srti, * V, Ô/jy> '/% >4 ■àn'j vérifient .les 
égalités (9). Pour cela, il faut et il suffit ^ii , il existe dés quantités ïlj II-,,> .y 
fonctions des coefficients de là fornic A et des quantités P, P*, • . Vqtii figurent 
dans les égalités(9), tellesquePôn ait identiquement 


(aa) 


Â(d«,, .. d/if, 'ia'û • * •» d/j*) 

4“ ît ( i > al ^(*1 ’*+■ •• •+ P/i| + Pal do* ■+-• •• 4* Pnid/if) 

II , (i ) a 1 ^ , |4-* * *4- Piii/i|+ P/H^i4* * j 


O. 


Il résulte dé ce qui va être supposé que des équations permettent de déter¬ 
miner lès quantités fl, tt'y> * 4 lorsqu'on connaît l^état du système 1-2, les actions 
extérieures qui le sollicitent, enfin les Vitessës <1'; . ♦ ** # # n '11.est 

nécessaire de faire cette remarque avant d’énoncer les déiix hypothèses que 
voici : * ... 

I. Si la partie 1 formait üii système indépendant, le travail,virtuel du frotte^ 
ment relatif à ce système serait de la forriic 






gai t^t 3a ' + ■ ■ + 8n w ' 

. Les fonctions j , gü dépendraient, d*unè manière bien déterminée : 

\ ô De Pétai du système, ÿ compris la température en ses divers points; 

2° Des vitesses a\ % ..., /i,, a\ % ..., h^\ 

3 ° Des actions extérieures <A»|, . * 4 Li> OR/*, ..0Ï>|. Nous mettrons ces der¬ 
nières variables en évidence en écrivant 

gui ga \( 'î*|, * • • > )> 


gn — gn (^i> • • •# ^i)* 


Or, nous supposerons que les fonctions (J a iv *•*> (jVi se tirent simplement 
des fonctions g nl} . <., gi\ en y remplaçant respectivement < 4 M , •.*W>, par 

it| ‘h H • • •» 


4 * 4 - IlP n j + 1PP/,| 4 * » •» 
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de telle sorte que Von ait 


(* 3 ) 


| Ça!—ÿal(^l+ ■+■ iï^al + • * *• • • • » 4“ IlP|ii + H*P/i| 4*4 * •)> 

) '{’vf - • •; t.-•>:: : -/• '‘ “• * :/ : - • • - ; : v - - •//'• •'•••:." 

( Ç/i — 8 n (*^i 4 - *Vj 4~ ilPaj 4' rt l P^ l 4 -* ♦ . . *> 4- Dt/j 4- HP /,1 4- II , î , n| 4-.. .)• 

• . A 

On peut énoncer cette hypothèse sous la Tonne que voici : 

Le travail virtuel cl&/i se calcule exactement comme se calculerait le 
travail ïnrtUel dit frottement au sein d’ùri système indépendant qui serait 
identique au corps -1; mais qui serait soumis aux actions extérieures 

c\>i 4-eVj 4 -ni > ai + H , i ) j,i + .*.» 


0t>| 4- ' 3 t»\ 4- np„,4- 4- * » •. 


Nâtiirellemènt, cette hypothèse s’étend, mutatis mu tandis, au travail vir- 

* - ’ K .. ‘ . * 

luél dè/ 2 . -. 

IL Nous supposerons que lès Jonctions G y* . s'obtiennent en rem - 
pltiçàhl rî, nVv. é par leurs valeurs dàtis Certaines fonctions ■'•••* 

i m * 

; 6 / (n,H', ; v/., 6,(11,IP, .,.) 

qui, outre It, II', . »., dépendent exclusivement de l’étal des corps \ et 2 au 
voisinage immédiat dés parties que la liaison (9) met en contact et des 
vitesses J! s .. ., g', h\ ..., À J : 


(* 4 ) 


0 /=V(H» n '. • • 




D’après ce qui a été dit sur le passage des égalités (9) aux égalités (io), 011 a 
identiquement 

Pat dà| +... 4- P„, dn t == p/àf +... 4- p/.dh, 

Pâ|da,-t-.. .4- V'„ t èn l = p , / èf +.. . + p\'dh, 


Dès lors, en vertu des égalités (la), (10), (i 3 Ois), (17), (22), (a 3 ) et (24), on 
peut énoncer la proposition suivante : 

En nombre égal aux équations de liaisons (9), il existe des quantités 








p# duhèm* 


N, ir, # * •, telles que Von ait identiquement 


( 25 ) 


8t e?4 ffô/t 4 + 4" ^pi ' *. 1 ' • 

+ i’/i/'f* • * + i/i +, *, -f F^iA* 

4£aj(*Vï4 4 n^<ii4* ïl'l^j 4». . «.) ~ r ~~7~r dà t 

l a tl 


4- gnXAi 4- ^'s 4- IIP,1,4- IPP^i 4- ..., .. 0 TFT ^ 

}mi 

4“ gai ( e.V »5 4 4 II Pa, 4 II'Pâ, 4- * . . , . . . ) -r— . 8fli 


4 - gu (^»4 *V,4- Il Pal + Ii / i > ai4-.... .) -ryT d/, 

' . . ' 1**1: 

+ Mii.ii', -. ) 1 ^|-^ • •+^(n, ii',...) 

4 II ( P«i 4- • ♦ * 4- P ni 8/i, 4- Pai da, T • • . 4* P/ii d/î, ) 

+ II'(Pat<îtfi4-. . *4* Prti^Aii 4 P«ydaj4. • *4 Pni^i) 


Si* dans cette égalité, nous remplaçons les quantités 8/, .. ., ig i 8/i, ., » , Sk par 
leurs' expressions linéaires/et homogènes en Sa-,, .. ., 8/1,* 8a 2 * * . » } Sa 2 , nous 
trouvons Une.égalité dont le 'premier membre est une forme linéaire et homogène 
par rapport aux v, quantités 8a,, ..., o/i, et aux y 2 quantités 8a 2 , *.., 8/i 2 . Cette 
égalité devant avoir lieu quelles que soient ces (v, 4 v 2 ) variations, nôus trouvons 
(v, 4 v 2 ) égalités indépendantes de ces variations. 

Parmi ces variations, il peut se faire qu’il en existé Un certain nombre p qui 
soient sans inertie, c’est-à-dire telles que les quantités J correspondantes soient 
identiquement milles; les <7 = y, -4v 2 — p auties sont affectées d’inertie. 

Les p premières sont telles que les modifications virtuelles qu’elles représentent 
n’entraînent, pour les diverses masses qui composent les parties 1 ét 2, aucun 
déplacement dans l’espace* Dès lors, comme nous l’avons vu $ U est certain qu’elles 
ne figurent pas dans les conditions (9) et, de pliis, que les coefficients P ne varie¬ 
raient pas dans une modification virtuelle où cès seules variations seraient diffé¬ 
rentes de o. Ce que nous venons de dire de ces p variations peut se répéter dé la 
température T. 

Les conditions (9), dont nous désignerons le nombre par or, appliquées à la 

modification réelle que le système subit dans le temps dt i donnent les relations 

• • • * 

a I 4 • . . 4 P fit n\ 4 Pa***i 4 • . . 4 P/l, h\ — Of 
, a \ 4.. . 4 P*, n\ 4 - Pj, 4 a t 4*.. . 4 n\ = o, 
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/ . . • . t . , 

En ; différëritiarit 'ces ’rclâtioris par rapport à ÿ, rioiis obtiendrons gj nouvelles 

relations ôù (îgùrërorit celles des accélérations a\ } ..., ti \, a. xi * » .* n\ -qui corrcs- 
pondent à des variations à înértic} a en sera le nombre; ni lès températures, ni 
leurs dérivées par Rapport à * n’y figureront. 

Nous obtenons ainsi (<j 4 - é) rëlations linéaires, par rapport aux * accélérations 
qui correspondent aux variations à inertie. Ces relations dépendent, en outre, 
des ns facteurs tl, . ♦ *, de l’état du système^ y coiiipris la température de ses 
diverses parties, des actions extérieures et des vitesses .., n \ï a ïi • • * V ^2 5 
les vitesses de Variation dé la température des diverses parties n*y figurent pas.* 
Ces m) relations sont ce que nous nommerons les relations du premier 


groupe . * 

» Nous avons, èn Outre, fournies par les Variations sans inertie, p relations du 
second groupe , ou figurent les ta? facteurs H, II', ... et qui dépendent de l’état du 
système à l’instant t, y compris sa température aux divers points, des actions, 
extérieures et des vitesses, sauf de la vitesse de variation dé la température. 

Entre tes (<r 4 - gj) relations du premier groupe, éliminons les <r accélérations 
qui figurent et qui sé rapportent toutes aux variations à inertie. Il nous restera 
ci équations permettant de déterminer lés rs facteurs II, II', ... en fonctions dé 
l’état du système, y compris la température aiix divers points, des actions exté¬ 
rieures et des vitesses //', ..., n\ } a- y n[ y Ce premier résultat rend légitime 
les hypothèses formulées tout à l’heure. 

' Dans les (p 4-<f) relations qui fournit l’identité (a 5 ), remplaçons II, ÏI^ .... 
par les valêiirs ainsi défêrriiiriéés. Il nous restera (p a) équations dépendant de 
l’étàt du système ,*y compris la tèmpérdiurc T en ses diverses parties, des actions 
extérieures cl dès vitesses a\, . » ., n\- % a\ 2> . , i} n' 2 \ en outre, <r de cés équations, 
celles qui proviennent des <r variations à inertie, contiendront les accélérations 
correspondantes. 

Si l’on connaissait la loi de variation des actions extérieures et de la tempéra¬ 
ture T cri fonction de.*, ces équations détermineraient les lois dû mouvement du 
système, pourvu que l’on connût son état initial et les vitesses initiales qui cor- 
fêsponderit aux Variations à inertie. Mais, comme la variation des températures T 
en fonction de t n’est pas, én général, connue, il faudra, aux équations précé¬ 
dentes, joindre autant de relations supplémentaires qu’il y a, dans le système, 
de températures indépendantes. 

Pour terminer ces considérations générales sur le frottement, il nous reste à 
faire la remarque suivante : 

La méthode qui'nous a servi à passer d’un système formé de parties indépen¬ 
dantes à un système où ces parties présentent mie liaison, permet également de 
passçr d’uri système où figuré une liaison à Un système où figurent deux liaisons, 
et ainsi de suite. * 



î6 


P* DÛHBM• 


À chaque liaison correspondra un système de vana lions à frdttemèht telles 
que S/* • .-»> 8 g) des facteurs analogues à 11 , II* j *.. ; liti travail virtuel de frotlertiéht 
analogue à Le trâyàil virtuel dès actions de frotte trient qui s'exercent 
aux divers contacts est la somme de ces quantités analogues à d&^\ : ' 


‘ § 2 , — i^nOÏTESiENT AU dOKfÀCT DE DEUX CÔRPS SOLlDËS. 

• Avant détendre ces Considérations aux sÿstèiUes composés d*uh solide indéfor¬ 
mable et d’unflùîdei oit bien aiix systèmes composés dé deux fluides,nous allons 
les appliquer au cas bien connu de dëtix solides indéformables qui se touchent en 
un point* , 

Pour un solide indépendant, lé potentiel interne dépend exclusivement de la 
température. On a donc 

— O, ^T^l = 0 

ci* pàrtattt, .. . 

d T f = KW. 

Le môUVément virtuel le plüs’générà) d’un solide inVariablè n*entraîne aucun 
travail de viscosité ni de frottement: ori a donc 

' •* dGy | =0, d&vt ~ o, 

—- o, ’ dtïnf ——^ o* 


Le corps 1 et le corps 2 se tôüclieiit éri tin point O. Lé déplacement relatif vir¬ 
tuel le plus général du corps 2 par rapport au corps 1 peiit toujours se ramener 
à une rotation autour d’iin axe passant par lé point O et à une translation* Il ch 
est dé même dit déplacement relatif réel du corps 2 par rapport àü corps 1 pen¬ 
dant le temps e//* Mais ici, comme on doit supposer les deux corps 4 èl 2 en con¬ 
tact aussi bien à l’instant (t H- rf^'qu’à rinstant t } la translation devra être paral¬ 
lèle au plan tangent commun aux deux corps 4 et 2 . -, 

, Le déplacement relatif réel du corps 2 par rapport au corps 1 j dans le tehipsr//, 

peut donc se décomposer en trois : 

i° Une rotation p* dt autour de la normale commune ON aux deux corps, 
celle rotation constitue le pivotement pendant le temps dt\ 

2 0 Une rotation § J dt autour d’une droite OR menée dans le plan tangent com¬ 
mun; celte rotation constitue le roulement pendant le temps die t OR est Y axe 
deroulement . " * * 

3 ° Une translation g t dl suivant une droite OG située dans le plan langent 
commun; celte translation constitue le glissement pendant le temps dt et OG 
est la direction du glissement. 

. Un déplacement relatif virtuel du corps 2 par rapport au corps 1 peut toujours 
sc décomposer en six autres : 
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i° Une rotation Zp autour de la normale cominunc ON ; 

2° Une rotation Zr autour de Taxe de roulement OH; 

3 ° Une rotation dp autour d’une droite* O^, située dans le plan tangent com¬ 
mun et perpendiculaire à ÔR; 

4 ° Une translation d/i parallèle à la normale commune ON; 

5 ° Une translation Zg parallèle à la direction de glissement OG; 

6 ° Une translation dy parallèle à une direction 0 (j située dans le plan tangent 
commun et pèrpendîcùlàire à OG. 

Nous admettrons que les six variations 

dp, dr, dp, dn, dg, oy 

jouent ici le rôle qui est attribué, dans la théorie générale, aux quantités 

df, • • • y dg, dfi, • % * y O fl • 

En la modification réelle qui se produit pendant le temps dl, on a 

dp=p'dt, dr— r'dt, dp^o, 
dn = o, dg — g' dt y dy — o. 


D’aprcs ce que nous avons yu, les variations virtuelles dp, dy, ne figureront 
pas dans le travail virtuel de la viscosité de contact qui aura pour expression 

( 26 ) d& w = F p dp + F r dr-Y-F ff àg, 


les fonctions F;,, F r , dépendant de la nature et de l’état des corps en contact 
et, en outre, des vitesses //, F, g f . 

Les vitesses o' et y' étant nùlles par définition et Zn étant nul par liaison, dSÿ 
ne renferme aucun terme en dp, dy, du : 



* 


Pour définir le déplacement virtuel le plus général du système, il suffit d’ad 
joindre aux six variations 

dp, dr, dp, dn, dg, dy 


six autres variations définissant un mouvement d’ensemble du système, d’ailleurs 
identique au déplacement d’ensemble le plus général du corps 1. Ces six varia¬ 
tions peuvent toujours se ramener aux trois composantes dX, dp, dy d’une rotation 
cl aux trois composantes dlj, dvj, dÇ d’une translation. 

D. f II. 
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On pourra toujours écrire 

(a8). K«r= x^-t-.Vdt).+ zàç 

4- L 3). -h M 3p. -h N3v 

4 - «.U 3/? 4-' tfc 3/* 4 - 3 3p 4 - (0 3/i 4- £ dg 4- $ 3y. 

Le travail des forcés, d’ihçrtîe cfôy sfera une fonction linéaire et homogène des 
douze mêmes Variations indépendantes. 

Enfin''la liaison qui existe entre les deux corps s’exprimera par l’égalité 

f 

(29) 3/1=0. 

Dès lors, d’après ce que nous avons vu, il existera une grandeur 11 dépendant 
de l’état des deux corps 1 et 2, de leurs vitesses et des actions qui s’exercent stir 
eux, telle qu’on ail l’égalité 

(30) r/G e — E 3 1 ! 1 + tfS/ -H r/S lv -4- f/fc.j, H- II 3/i — o, 

quelles que soient les variations 

3;, dn, 3;, 3)., 3p, 3v, 

3p, 3r, 3p, 3/i, dg, 3y. 

D’ailleurs les coefficients G^,, G r , G s peuvent étrerainenés à ne dépendre qtie 
de l’état des corps 1 et 2, des vitesses p', i J , g 1 et de II : 

I r./ > = e p (ll, p', r', g'), 

(31) |fir — P'> ?'* &')> 

( <’•* — M ü > P'> r '> S’)‘ 

Dès lors, l’égalité (3o), jointe aux égalités ( 26 ), ( 27 ), ( 28 ) et (3i), nous 
fournit les douze relations suivantes : 


(32) 

(33) 

( 34 ) 


(35) 


X + .lf= 0 , Y -4-J r , — O, /< + 

L + .1). = 0 , M -f- — o, iN -f- Jv 

(Ô + J n -f- H — O, 

3 _ i I p — O, tf !~ *1 y —- O | 

; // 
eA> •! n "+■ l 'p •+■ TTTT —■ O» 


- : O, 


- O, 


\P'\ 


Vî) + .1 r ï- f r + 


r 




o, 


<r 

O 


£ 4- i# 4- V# 4- |^, 


— o, 
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auxquelles il faut joindre la treizième équation 

( 36 ) //=:o, 

qui résulte de la liaison (29), pour obtenir les treize équations du mouvement du 
système. 

Les trois équations ( 35 ) n'ont de sens que si les trois quantités //, r', g* sont 
différentes de 0. Si Tune d'elles, // par exemple, devenait égale à o, la première 
n’aurait plus de sens. 

Mais, d’autre part, l'hypothèse selon laquelle p 1 est différent de o peut fort 
bien, elle aussi, conduire à des résultats inacceptables. 

En effet, la première équation ( 35 ) équivaut, en réalité, à deux équations dis¬ 
tinctes, savoir : L'équation 

(35 bis) 4 - J ; , -T- 4- = o, 

que l’ôri ne doit employer que si // est positif, et l’équation 

(3d ter) 4 - 4- Vp — — o, 

4 

que l'on ne doit point employer à moins que p• ne soit négatif. 

Or, on peiit fort bien se trouver dans les conjonctures suivantes : Si l’on rem¬ 
place la première équation ( 35 ) par l’équation (35 bis), les équations du mou¬ 
vement du système donnent pour // une valeur négative; si, au contraire, 011 
remplace la première équation ( 35 ) par l’équation (35 fer), les équations du mou¬ 
vement du système fournissent pour p* une valeur positive. 

Dans ce cas, l’hypothèse qu’il existe une vitesse de pivotement différente de o 
conduit, on le voit, à une contradiction; on est contraint de supposer que le 
corps 2 ne pivote pas sur le corps !, de poser constamment 

( 36 ) //=== o. 

Mais alors, la mise en équation du problème doit être modifiée. 

Doit-on considérer l’hypothèse ( 36 ) de la manière suivante : 

La vitesse p* est nulle identiquement, mais la variation virtuelle hp n'est 
pas nécessairement nulle? 

Dans ce cas, d’après le postulat que nous avons formulé, il suffira d'égaler 
Fy,, G p et, parlant, à zéro. 

Dès lors, la première équation ( 35 ) deviendra 

t\i “f- J p ~ O* 


<■ 35.0 


V 
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Mais alors, à la seule première équation (35), nous nous trouvons avoir sub¬ 
stitué les deux équations (35 tv ) et (36) ; comme le nombre des inconnues n’a pas 
changé, il est à prévoir que le nombre des équations sera devenu surabondant cl 
que le nouveau problème conduira encore à des impossibilités^ 

Par conséquent, on doit regarder l’égalité (36) comme résultant de l’hypothèse 


suivante : 


Au problème primitif, reconnu impossible, nous substituons un nouveau 
problème qui diffère du précèdent par V introduction de i/èquAtion de 
liaison 


(36 bis) 


dp zzz o. 


Dans ce ca's, on doit bien encore égaler à o lés coefficients Vp, G p », tâ p *\ mais 
l’égalité (3o) né doit plus avoir lieu identiquement, elle doit avoir lieu seulement 
cii vertu de la condition (36 bis)} il doit donc exister une grandeur P dépendant 
de l’étal des deux corps 1 et 2, de leurs vitesses et des actions qui s’exercent sur 
eux, telle que l’on ait identiquement 


(3o bis) 


cl& € — E o x V -h'd&i 4- dG w 4- <76,*, — II du — P dp — o. 


. . i • . . * 

Alors les coefficients G r , ,G g peuvent être ramenés à ne dépendre que de l’état 
des corps 1 et 2, des valeurs t J et çf cl des grandeurs II et P : 


(3i -bis) 


! «, = << 11 , V , H, g'). 


La première égalité (35) est remplacée non par l’égalité (35,,), mais par 
l’égalité 


(35,) 


A 4~ J#* 4~ P -— O# 


La première égalité (35) est donc remplacée par les équations (35 T ) et (36), ce 
qui augmente encore d’une unité le nombre des équations du problème; mais 
l’introduction de la nouvelle action de liaison P augmente aussi d’une unité le 
nombre des inconnues. Cette manière nouvelle d’envisager l’introduction de la 
relation (36) ne conduit donc plus à une impossibilité, comme la précédente mé¬ 
thode* 

Ce que nous venons de dire au sujet du pivotement peut se répéter au sujet du 
roulement cl du glissement. 

Habituellement, on fait, au sujet du frottement entre solides, dés hypothèses 
plus restreintes que celles dont nous avons donné l’exposé; on suppose que 
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I — °» kg — O, 

I é|» — iiplî, 6 r =n r ii, = 


4 


les quantités ll p j H,-, dépendant exclusivement de l’état des corps 1 et 2, mais 
point des vitesses/»', /■', g 1 de pivotement, de roulement et de glissement, ni de 
pression II. 

-- 


CHAPITRE II. 

ÉTABLISSEMENT DES CONDITIONS AUX LIMITES. 


§ i.— Viscosité et frottement À la surface de contact de deux corps, 

DONT L*UN AU MOINS EST FLUIDE. 

Aü Chapitre précédent, nous avons supposé qü’il existait entre les corps 1 cl 2 
un nombre limité de liaisons dont chacune correspondait à un nombre également 
fini de conditions; nous avons été amenés alors à regarder les quantités d& w} dlty 
comme la somme d’aütaiit de termes distincts qu’il y avait de liaisons indépen- 
danles et nous avons étudié en détail la forme d’un de ces termes. 

Nous allons aborder maintenant un cas un peu plus compliqué. 

Supposons que deux corps \ et 2, dont l’un au moins est fluide, soient assujettis 
à demeurer en contact tout le long d’une certaine surface S. Si 8# i} 8)',, 8s, sont 
les composantes du déplacement virtuel d’un point du corps l, tandis que 8# 2 , 
8}' 2 > S* 2 sont les composantes du déplacement virtuel d’un point du corps 2, nous 
devrons avoir, à tout instant et en tout point de la surface S, 

(38) (&r, — àx t ) cos (Nj æ) -f- (d/, — <3>v) cos (N, /) + (8s, — dz t ) cos (N, z) = o, 

N étant la normale à la surface S dirigée, par exemple, vers l’intérieur du 
corps 2. 

La liaison imposée ici s’exprime non par Un nombre limité de conditions, mais 
par Une condition vérifiée en tons les points de la surface S, c’est-à-dire par une 
infinité d’équations ; ou mieux, on peut dire que nous imposons aux corps 1 et 2 
une infinité dé liaisons bilatérales dont chacune sc rapporte h un point de la sur- 
faccS et s’exprime par la condition (38) qui se rapporte à ce point. 

Nous sommes amenés ainsi à penser que le travail de viscosité et le travail de 
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* 

frottement au contact des corps 1 et 2 peuvent se mettre sous la forme 


(3 9 ) 


dG 


W 


=f 


dx U* r/S, dG 


— J'dx.^dS, 


(l~ w y (l~if vérifiant dés hypothèses analogues à celles que nous avons énoncées, au 
Chapitre précédent, pour dG.<,. 

Soient //,, t> t , les composantes dé la vitesse en un point du corps i et iï ay «>$, 
«’a les composantes de la vitesse en un point du corps 2. La condition (38) exige 
que l’on ait, à tout instant et en tout point de la surface S, 

(4°) («, — «,) cos(i\, xj + (r, — e,) côs(N, j) 4- (m,— ti-,) cos (N, s) ~ o. 

La vitesse relative est donc tangente à la surface S ; en chaque point M de la 
surface S et à chaque instant, nous désignerons par M/- la tangente à la surface S 
qui marque la direction dé la vitesse relative, dont (u, — « 2 ), (e, ~ u 2 ), (n-, —(f 2 ) 
sont les composantes, et par / cette vitesse relative, comptée positivement sui¬ 
vant iMr. - 

Soit Ms une ligne tangente en M à la surface S et perpendiculaire à Mrj par 
définition, nous aurons 


(40 («r- « 0 cos (s, x) 4- ( r, — r*)cos (s, j) 4-(u> l —ii- 1 )c 6 s(s, c)=:o. 

Considérons, pour les corps 1 et 2, un déplacement virtuel quelconque, soumis 
on non à la condition (38); dans cette modification, le déplacement relatif des 
corps 1 cl 2, au voisinage du point M, est déterminé si l’on connaît les trois quan¬ 
tités 

| 3N = (dx ,-r dx f ) cos (N, x) 4- (fyi — dyt) cos(N,/) + (5s, — ds*) cos(N, z), 

( 42 ) j dr -(dx t ~dx t )cos(r,x) + (dy t -dy t )cos(r,y)-r-(ds t ~dz i )cos(r, z), 
( ds — (dx,~dx 1 )cos(s, x) + (dy i — dy i )cos(s ) y) 4 - (àz t — ôz t ) cos(s, z). 

Si les corps 1 et 2 sont isotropes t nous admettrons que ces quantités <5N, hr t 
ts sont les variations normales privilégiées dont dépendent dx w et dx. j,. 

Dans le temps dt se produit une modification réelle pour laquelle on a 

ÆN = N , <ft, dr = r'dl, ds=zs'dt. 

Mais les égalités ( 40 ), (4?-), (40 donnent sans peine 

N’ — O, s’zzzo. 

Les quantités dx w , dx, j, ne doivent donc*renfermer ni terme en ni terme en 
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en sorte que l’on aura 

(43) 

(44) 

Ces égalités vont se mettre sous une forme un peu différente. 

F dépend de l’état des corps 1 et 2 au voisinage du point M et de la vitesse r'; 
nulle avec celte quantité est toujours de signe contraire à /*'; on peut donc 
écrire 

(45) F = fr\ 

pétant Uite fonction de t J et de l’état des corps 1 et 2 au voisinage du point M ; 
cette quantité est toujours négative : 

( 46 ) f<o. 

D’autre part, là seconde égalité (4a) donne 

(47 ) r ' àr= ( «, — «t ) (<te, — «te, ) + ( V, — t>, ) (fyt — dy t ) + ( — ttj) ( dz { — de, ). 

Les égalités (43)^ (45) et (47) donnent 

(48) dG xv =J /[(Ui — u t )(<?#,— dx t ) + dy t — dy t ) + (h», — »’*) (ôs, — dz t )] rfS. 



Si l*on observe que 

(49) ! *" | — [(***—«i Y -t- (hi — «’D* -t- («'. — «'«)*]* 

les égalités (44) e l (47) donnent 


(5o) tf6» = [(“» " «»)(&”» — ^t) (<’i — V») (d/i — ift) 4- (w t — m,) (3s» — ds,)] 

J [("i — “tY + O’i — h,) 5 (tr,— iv t yy 


L’équation générale du mouvement du système peut désormais s’écrire sans dif¬ 
ficulté. 

La quantité — est la somme de deux termes; l’uïi est le travail virtuel des 
actions que le corps 2 exerce sur le corps 1, l’autre est le travail virtuel des 
actions que le corps I exerce sur le corps 2; si donc on désigne par dÇ> el le tra¬ 
vail virtuel des actions que le corps 1 subit de la part des corps extérieurs, 
‘y compris le corps 2, pare/&<- 2 le travail virtuel des actions que le corps 2 subit de 
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la part des corps extérieurs, y compris le corps ou pourri écrire 

(foc '- K ' (ll&cy 4* (lt$(f 

et l’égalité ( 20 ) pourra s’écrire 


(5i) 


dGc 1 — E 4- -H (l&vi -F 
—E it ifi + 4- 

+ dG w -f- d(pJt z^z ô« 


Celte égalité ne doit pas avoir lieu quelles que soient les modifications virtuelles 
imposées aux corps 1 et 2 , mais seulement pour les modifications virtuelles qui 
respectent la condition de liaison (38). Dès lors, les principes du calcul des varia* 
tions. nous enseignent qu’il existe Une quantités, variable d’uné manière continué 
le long de la surface S, telle que l’égalité 

(5a) d(:>e 1 É d&ti -4- clisyy 4 - dG<ç\ 

4- dto € \—E ~\r <ÎGii 4- dG v \ - 4 - rfèçï 

4 * dG w 4 - dGÿ 

■ —J' ra[('^t — 5a:j) cos(N, j?) + (d/,— dy t ) cos(l\, y) + (cîs, — <îz,)cos(N, z)] ’dS 

ait lieu quelle que soit la modification virtuelle imposée à chacun des corps 1 et 2 . 

En outre, la quantité G pourra s’exprimer en fonction de l’état des corps 1 et 2 
au voisinage du point M auquel elle se rapporte, de V et de ni. 

Les corps 1 et 2 étant supposées isotropes, l’état de chacun d’eux en un point 
est déterminé lorsqu’on connaît sa densité et sa température en ce point. Soient 
pi> o 2 les densités des corps 1 et 2 au Voisinage du point M \ soit T leur commune 
température au voisinage de ce point; nous pourrons écrire 


(53) 


Nous aurons aussi 


G ~ «(pu pi* T, r\ ci) < o. 


(46 bis) 


f = ?u'?> r')< o. 


§ 2. — Conditions vérifiées a la surface de contact de deux fluides. 

Supposons que le corps 1 soit un corps fluide. Nous aurons alors, en conservant 
les hypothèses faites dans là première Partie de ces Recherches, 
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En ôulrc, r/5 rl sera donné pàr ce que nous avons dit, en celte première Partie, 
sur la viscosité au sein des fluides. 

t ? , • . ’ ‘ . s’ ... 

Donnons d’abôrd au fluide 1 une modification virtuelle telle que 8y i} 
s’annulent tout lé long de la surface S; laissons le corps2 invariable. L’égalité (5a) 
deviendra 

rftr*j —' E tf| H- ^/G/| -f' f/bpi nx O* 

Gest l’équation (a) de la*première Partiede ces Recherches* Elle entraide comme 
conséquence l’existence, au soin du 'fluide I, des équations de PÜydrodyna- 
mique. 

. Celles-ci admises, on peut obtenir, par un calcul que nous avons déjà fait (*), 
le résultat suivant i 

Dans une modification virtuelle absolument quelconque du fluide I, on a 

(54) 'd&€\ - Edvcfi + r/5/i *+■ d(o v \ 

. 

[Il, cos (N, cv) + />xt] + [II, cos (N, y) + p yl ]ày t 

♦ 

-f- [Iïi cos(N, 5)4- p z | ] (îsj J 

n« étant la pression à l’intérieur du fluide \ elp x i y pyu p*\ étant, pour ce fluide, 
les composantes de la pression de viscosité, telles que les déterminent les éga¬ 
lités (48) et (5i), en la première Partie de ccs Recherches . 

Supposons maintenant que le corps 2 soit, lui aussi, un fluide; en raisonnant 
comme iious venons de le faire, nous prouverons, en premier lien, (pie les équa¬ 
tions de l’Hydrodynamique doivent être vérifiées en tous les points de ce fluide; 
en second lieu, que l’on a, en toute modification virtuelle du fluide 2, 

(54 bis) ~~ R(itoyi 

[II, cos(N, œ) — Px 1 ] + [IL cos (N, /) — Py%] dy* 

-F- [ILcos(N, z) —p*i]i3 % j rfS. 

Dès lors, en vertu des égalités (48), (5o), (53), (54) cl (54 bis) } l’égalité (5a) 

(*) Recherches sur P Hydrodynamique, II e Partie, Chapitre I, § 2. 

D., IL 
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devient 
(55) 



(H,— gj) cos(N # x) h-: p xl -K/ ( Ui - (<i) d- * 





|r’l J 

î ' J ' • . . v '\/ 

-l |(IIi —ra) cos (N, 4- Py t + f(i>t - 

- 4 - | (II, — a) cos (N, s ) 4->i, 4-/(«*,— »',) 4-6 -'jprp ] ds, 

‘ ^ * . * . ' * w 

— | (H» — æ) cos ( N, a-■) 4- p xi 4- /(</|- n, ) 4- 6 j Ar, 

— ®) COS (N, y) 4- f (i’i — «',) -l- 6 * *! P i* • | fo» 

— j^(II, ^ ®) cos(N, s ) 4 - Pu 4-/(+ 6 <D» j (iS r= o. 

Les six quantités 8#|, Sj'n ^2, -83* sont entièrement arbitraires ; donc) 

en chaque point de la surface S, les coefficients qui, sous le signe / * affectent ces 

six quantités, doivent être égaux à o, On obtient ainsi six équations qui doivent 
être vérifiées en tout point de la surface Si Au lieu (le transcrire simplement ces 
six équations, nous allons leur donner une formé sj’inélriqùe. 

Dans ce buif nous désignerons par //, la normale dirigée vers l'intérieur dii 
fluide 1 et par /i 2 la normale 'dirigée vers l’intérieur du fluide 2J /j 3 coïncidera 
avec N et n\ sera Opposé à N; en oïilre, notis aurons [t rc Partie, égalités (48)] 

/ Pxi — — [v^-i cos(/i„ x) 4 - r 5 , cos(/i„ y) I- t,, cos(/ï„ s)], 

(56) {... 

/>** — — 0*1 cos(/!„ x) 4- T., Cos(/i„ >) 4- t r , cos(n„ æ)], 

Dès lors, nos six équations pourront s’écrire 
(11,4- Vil — Gl) C0S(n„a:) 4- f S | cos(«„ j’) 4-T yl COS (n u z) = 


T„ cos(/i„ x) 4- (II, 4- v,., — cj) cos(«,, y) 4- v xl CO s(«„ z) = 
7,., COS(/l„ x) 4- Ta:, COS(/l„ y) + (TI, + V„ — d)COs(«„ z) — 


(5?) 


(II, 4- V*, — ci) COS ( /!„ X) 4- T zi COS ( /!„ /) 4- T } 1 COS («„ 3 ) — 
COS(/l„ X) 4- (n, 4- v 3 , — w) COS(«„ y) -h T x , cos(/!„ s) = 


t>, COS («„ x) + 7 X ,C0S(/I„ y) h (II, 4- v ;l — Gj) COS(/lj, s) 


z) = 

( /+ 

6 N 

KD 

I (». - 

- «*). 

z) = 


6 N 

KD 

|(‘’« - 

<*i ). 

z)~ 

( /+ 

6 ' 
KD 


- '«*»), 

5 ) — 

( /+ 

6 

KD 

) («*- 


z) = 

( /+ 

6 ' 
KD 

) <>. - 

- «’i ), 

z) =• 

( /+ 

6 ' 
D'D 

) (*»’*- 

- IV,). 
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A ces égalités il faut-joindre la condition (4o) qui peut s’écrire indifféremment 
sous Pline des deux formes 


( 4 ô bis) 


(iii—' */*)cos(/ij, æ) 4- (i»i — t>ÿ)eos(/i|V '-y) 4 -(*Vi — iv t ) cos(/<i, 5) = o* 
(//i— //,) ços(«i, a?) + (r,— i*j) cos(/ij, y) -+- — nv) cos(/*i* = o. 


. De cés égalités tirons quelques conséquences* 

Si nous remarquons que 

cos(«|, x) + cos(«i, x) zn o\ 

COS(/J,j y).+ COs(/t„ y) ir- O, 

COS(/i„ s) + COS(/*j, s) —6 

■ * . • . ’ • . . _ * 

et si nous tenons compte des égalités (56), nous voyous que les égalités (5y) 

donnent 

P*\ + pxi=(Ùt-^ IL) cos(/ij, i), 

(58) p yl (li, - ll,)cos(/i„ y), 

Pzl+pa (IIi — lia) COS(/J|, Z ). 

Le vecteur p u dont les composantes sont p XK , p yi , p z ,. et le vecteur p i} dont 
les composantes sont p^, p )2 , p z2 , ont une résultante dirigée suivant la nor¬ 
male n { et ayant pour grandeur (11, — IL); le plan de ces deux vecteurs est 
clone normal à là surface S. 

Cè plan est facile à déterminer. 

Multiplions respectivement les trois premières égalités ( 07 ) par cos (s, x), 
cos(s, y)y cos(s, ?); ajoutons membre à membre les résultats obtenus; observons 
que l’on a 


et 


cos(«t, #)cos(s>ie) + eos(/i|, y) cos (s, y) cos(« n s) cos(s, z) = 0 
(«,— Mj)cos(s>n,’) + (**1 — t’,) cosfx,/) -t- (n-,— »-,) cos(s, s) = o. 


Nous trouvons la première égalité 


(5 9 ) 


p x ic6s(s,x) +p y , COS (s, y) + p tii COS{s, Z ) riz Of 
Pxi COS (s, X) +p yi COS(j, /) + p u COS (s, 3) = O. 


La seconde se démontre d’une manière analogue. 

* ’ 

Le plan des deux vecteurs p\<, p- 2 est le plan normal à la surface S, mené 
par la vitesse relative i J dont (u t — u t ), (<*, — v 2 ), («>,— u> 4 ) sont les compo¬ 
santes. 
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Multiplions respectivement les trois premières égalités ( 07 ) par co^/ya?), 
c°s(r, j ) } cos(r, z) et ajoutons-lës membre à membre en observant que 

4 cos(/i|, x) cos(/v a?) 4- cos(/i|, /) cos (r, y) + cds(/J,> z) cos(/ > s) =r= 0 , 

(//| — Ut) C0S(/-> SV.) 4- (Vi — I**) COS(>*, y ) H- (li'| — II'*) COS(/*, z) — i J . 

Nous trouvons la première égalité 


(Go) 


/*' 


Pxi cos(>ÿa?) +P> t cos(r, y) + />*, cùs(r>z) ï=—‘ é(r'i ~ f' J . 


1 / 


/>ariCOS(r, æ) 4- /^cos(r, y) -h /?*yCOS(/', *) = *(>’\ ri) 4- //•'. 


La seconde se démôUlrë de même; . 

Ces égalités notis montrent, en premier'lieu, que les vecteurs p% ont, sur 
la surface S, des projections égales et dircçlcnicnt opposées . 

D'ailleurs, si l’on tieiil compte des inégalités ( 4 b) et (53)* on Voit que la pro¬ 
jection sur la surface S du vecteur pi est dirigée comme lu vitesse relative d } 
tandis que la projection du vecteur p 2 est dirigée en sens contraire . 

La quantité gj, qui ligure dans l’expression de est facile 5 déterminer* Mul¬ 
tiplions la première des égalités ( 07 ) par cos(/*i, #), la seconde par cos(/i, i y), 
la troisième par cos(/*,,3)* et ajoutons membre à membre les résultats obtenus 
en tenant compte de la première condition ( 4 o bis) J nous trouvons la première 
des égalités 


(Gi) 


™ == II 1 ~ Px I COS ( /I „ x) — p yl cos ( n I * y ) — pu cos ( n ,, 5 ), 
& = iij~>xjCos(/i 1 ,o?) — /ViCOs(/i„ v) —pii cos (/<„*). 


La seconde se démontre de même. 

La quantité rz s obtient en retranchant de la pression IL là projection du 
vecteurp K sur la normale n K ; ou bien en retranchant de ta pression II ^ la 
projection du vecteur p 2 sur la normale n*. 


Soient 


Pm — pxi cos (n lf x) +p y | cos(//|,/) 4-/^1 cos(/i„ s) 


Ja projection du vecteur p K sur la normale n\ et 

r 

pnt — />*lCOS(«„ A) -f- p y x COS(/lj i> >') + P zi COS( /Jj, s) 
la projection du vecteur p 2 sur la normale n 2 ■ Les égalités ( 61 ) deviendront 


((Ji Ois) 


lll— 


H» — ra— 
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cl les cgalilcs (S 7 ) pourront s’écrire : 



(5 t bis) 



i 


P,n COS(«„•;»)—/>*,= 
Vn , COS ( /J,, )') [>y\ — 
Pn\ COS(/!,, z) —p tl =z 
Pnt COS(«„ X) —p xi = 
Pnt COS (Hf, ÿ) — Pyt = 
P ni COS(/lj, S ) — P zi — 


( /+ 

e 

1, # i 

^ ( «j ~ ut). 

(/+ 

• e 

\r’\ 

) (*’i — t’i), 

(/+ 

6 

1 /*' j 

) (H’. — IV,), 

( /+ 

e 

\r’\ 


(/+ 

6 

i''l 

)(»>, — ■»>, ), 

(/+ 

6 

i,'i 

) («'*— tl'l). 


Les auxiliaires IL, Il 2 , gj sont éliminées des conditions aux limites mises sous 
cette forme. 

Totis cés théorèmes n’ont de sens qu’au tant que la vitesse relative i J est diffé¬ 
rente de o. Or il petit arriver que celle supposition implique contradiction; nous 
allons en donner un exemple. 

La fonction ©(p,, p 2 , T, i J , gî), qui est toujours négative, selon l'inégalité (53), 
peut dépendre de supposons, ce qui parait conforme à tous les enseignements 
de l’expcricnce, qu’elle soit indépendante de /*', où bicii que sa valeur absolue 
croisse en même temps que la valeur absolue de V ; si nous posons 

6 (f>i> pu T, o, gî) = r(p', pi, T, gj), 

s 

nous aurons 



( 62 ) 


*(f>if p» % * J > =r (pi j pi, T» »)• 


En vertu des inégalités (4(> bis) et (53), le second membre de chacune des éga¬ 
lités ( 60 ) a une valeur absolue qui 11 e peut être inférieure à —l'(p,, p 2 , T, gj). 
Dès lors, les égalités ( 60 ) nous donnent la proposition suivante : 

Si la valeur absolue commune des projections des deux vecteurs p { , p 2 sur 
la surface S est inférieure à — p-iiT, ts) r la vitesse relative V des deux 
fluides le long de la surface S ne peut différer de o; les deux fluides sont 
alors soudés le long de cette surface* 

On est assuré, en particulier, que tes deux fluides demeurent sans cesse 
soudés l'un à Vautre le long de leur surface de contact lorsqu’on suppose nulle 
ta visçosité intrinsèque de chacun d’eux sans supposer nul le frottement au 
contact. • 
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. Dans ce cas, en effet, lés dcux \cctêurs />iV / ? i so nt ideiHiqucmeiH nuis; leurs 
projections sur la surface S sont donc intérieures à — F(ps> £ 2 ,T, ©). 

Il en est ehcoredeniâme si Voit suppose nul le froltemcnt, niais non ta 
viscosité, au contact des deux fluides sans viscosité intrinsèque : 

6— O, /< o. 


Dans ce cas, ciï effet, si les deux fluides li^laicnt pas soudés î^iiii à Vautré, on 
pourrait écrire les égalités (5/) réduites à 


(H, — &) cbs(/i„ x) .=/(;</, -/**), (H,— ht) côs(/tjy#) û t ), 

(03) | (II,— gj) cos(/ijj /) — l’i), (üi~ i5j) cos(/i ti /) —/(i», — p,), 

( (ili — w) cos(/*„ $) ==/(u',--oy), (ÎIv— nr)cos(//j, s) =f(\v t -~ iV,). 


Multiplions respectivement les trois premières égalités ( 67 ) par côs(r,i*), 
cos(r, y), cos(/v s)> ci ajoutons-les membre à membre; nous trouvons 

ft J z=zo ou r'=o, 
ce qui démontre le théorème énonce. 

Donc, deux fluides seins viscosité intrinsèque soûl Jorcéihent soudés l’un 
à Vautre le long de la surface de contact, à moins que la viscosité de contact 
et le frottement de contact ne soient nuis tous deux* 

•r 

V . • - . 

Supposons maintenant que Fun des deux fluides, le fluide 1, soit dénué de 
viscosité intérieure, tandis que le fluide 2 est visqueux. Le Vecteur />, sera encore 
nul, tandis que le vecteur/?, sera, en général, différent de o, 

Én répétant les raisonnements précédents, nous démontrerons encore les pro¬ 
positions suivantes : 

Si deux fluides, dont Vunn’â aucune viscosité intérieure , son t en contact , 
ils sont soudés le long de la surface de contact, à moins que là viscosité de 
contact et le frottement de contact ne soient nuis tous deux* 

Comment faut-il modifier lés conditions aux limites dans le 
ment dés deux fluides Fun sur Faulre est une impossibilité? 

Én tout point de la surface d*àdhérence des deux fluides, nous devons écrire 
/•'== o, ce qui, joint aux égalités ( 4 b bis), équivaut à 

♦ 

( 64 ) u t — n,r=o, P,—r,==o, iù,— 

Si nous ne regardions pas Padliércnce des deux fluides comme constituant iihc 
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nouvelle liaison qui entraîne, en mèhié lenips cjue lès égalités ( 6 ^), les conditions 


(65) 


5.r* — <î.r, = o, dy t ~ oy t z= 6, ds, — ds, ~ o. 


nous devrions faire simplcincrit 

(66) /r=o, 6 = 6, 

saris appôrlër dans nos équations aucune àtïlre modification. 

Suivons les èoriséqiiericcs de cetïe iriariièrê de voir* 

Si ôn l’adoptej on doit cricorc écrire lés équations (Sÿ), inais à la condition de 
remplacer par b tous les seconds membres, cd qui donnera 


( 67 ) 


{ (H. — cosO*ù &) =pjel> (IL-nj) cos(/iî, x)=p xu 
(II| — ®r)cos(/i„ y)zz-p yii (IL-- gj) cos(n iÿ v) = Pn , 

(II. “ cos(/i M 5 )= 7 ? 5H (ilj— m) ços(/!i, 5 ) 


Soit cl une direction [quelconque tangente à là surface S; multiplions respec¬ 
tivement les trois premières équations ( 65 ) par cos(r/, x)> cos(cfy) } coi(d } z) } 
cl ajoutonsdes membre à membre en observant que 

cos(/*, # x) cos (d, x) -b cos(/i„ y) cos(cl,y) -b cos(/i;, z) cos(d, z) = oy 
nous trouvons la première des égalités . 


( 68 ) 


p x l COS (</, x) -b Pÿi COS (d, y) -b Pzi COS (tf, S ) = O, 
Px\ COS(d, x) 4- pyi COS (d, y) 4 - p zi COS (rf* s) = O. 


La seconde se démontre d*une manière analogue. * 

Ces deux égalités entraînent la conséquence suivante : 

Lorsque deux Jluidès sont soudés Vun à Vautre le long cle la surface S, 
les deux vecteurs p tf p 2 sont normaux en chaque point à la surface S. 

Soit p\ la valeur du premier vecteur* comptée positivement suivant la nor¬ 
male //1 ; soit pi la valeur du second vecteuiy comptée positivement selon la nor¬ 
male n 2 \ nous aurons 


P*\ cos(n t9 x) ~bPyï T cos(n t ,y) -bp' zl cos(/*„ 5) 
p xf cos(n if x) 4 - pyi cos (/*„/) 4- p zt cos (/*„ s) ==/>*. 

Ces égalités, jointes aux égalités ( 61 ), nous montrent que lorsque les deux 
Jluidcs sont soudes Vun à l'autre le long de la surface S, on a les deux éga- 
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lilés 

(69) II, =— ?ït = />, II, — CT — [> it 

* * 

d'où Von lire la troisième égalité 

(7°) Üt—— />** 

Supposons maintenant, à lMmitalion de ce qui à été dit au Chapitre U § 2$ qu’au;'’ 
lieu d’admettre, toiit le long de la surface d’adhérence, les égalités ( 64 ) sans ad¬ 
mettre les conditions (65); nous regardions cette adhérence comme cènstituàiVt une 
nouvelle liaison qui impose aux modifications virtuelles, en tout pointde la surface 
d’adhérence, les conditions (65). Nous devrons encore poser, dans nos formules, 


(66) /= 0, 6 rr O, 

Dès lors, l’égalité (5 1 ) devra avoir lieu, non plus pour toutes les modifications 
virtuelles qui respectent la condition (38), mais seulement pour toutes les modi¬ 
fications virtuelles qui respectent les trois conditions (65). Il devra exister trois 
fonctions rai, rn r , m z , variables d’une riianiérc continué le long de la surface dè 
contact, telles que l’égalité 

y 

(5a bis) —* K di-r'fi-4-rf€ f *|-f-rfCçj 

■4 - d (? ei —R 


f ^ CTjc ^‘ r| ~ + 1 “ 1) + — d*i)] r/S iz: o 


ait lieu quelle que soit là modification virtuelle imposée aux corps 1 qt 2 . 

Nous n’avons pas fait figurer dans cette égalité les quantités r/y^. et (fé^ } qui 
sont nîilles en vertu des égalités ( 66 ), 

La substitution de l’égalité (5a bis) a l’égalité ( 


oa) transforme l’égalité (55) en 


(55 bis) J* | 


[lit cos(N, x) - 0 X + p x ,] dx % [II, cos(N, y) — /Vi] d>i 


H-[H, cos(N, s)*— 

— [Il, cos(Nj x) — /?*,] dx t — [II, cos (N, y) — &y-*-pÿt]<iyi 

[II, côs(iS, s) — 4 -] ds, J rfS o 


Cette égalité entraîne, en tout point de la surface d’adhérence, les égalités 


(7 0 


11, COS (/i|, x) -h m x =p xl , II, CÔ$(/I„ X) XS x = p xU 

II, cos(/i„ y) 4 - xs y = p yu II, cos (n it y) — xs y ~p yïi 

II, cos(n„ 3) -his z =p zl9 n, cos(/ 2 „ *) — T 3 z = p zt . 
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Ces égalités ( 71 ) ont encore pour conséquence les relations (58) et le ihcorènie 
qui les traduit»' 

On voit en outre que si Ton désigne par ’/ une direction quelconque tangente 
i\ la surface d’adliérciicc, on tire des égalités ( 91 ) les égalités 


(? 2 ) 


Px\ COs( l i x) -4- p yi cds( ti y) -L p zl cos; (V, s ) 

■= — />*» cos(/, x )— pyi cos (^ y) - Pi i cos (/, s) 

♦ , . * 
gj x cos(/, a?) +cr y cos(J, j) 4 - gj- cos(L s). 


Z»ê vcctëar (pxii Pfii Pïi) eï le vecteur (pxii'Pyjkïp*%) ont encore, sur la 
surface dé contact des deux fluides, des projections égales et directement 
opposées; 


§'3. CONDITIONS VÉRIFIÉES A LA SURFACE ,DÊ CONTACT I)* U N SOLIDE 


ET n OU FLUIDE. 


Nous imaginerons maintenant que le corps r l continue à être Un fluide, mais 
* que le corps 2 soit un solide invariable et isotrope. 

Le déplacement virtuel le plus général de ce solide consistera en trois vota¬ 
tions SX, 8 p, 8 v autour des axes Ô#, O^', Os, et en trois translations 8 ç, 8 y b ot 
suivant ces trois axes* Les composantes Zx 2) §p 2 > ^2 du déplacement virtuel le 
plus général d'un point x 2) yn z 2 de ce solide seront 


( 73 ) 


ox i = — zi dp -b y % dv, 

dy, = dn — x t dv H- z, dX, 
l dît — dÇ — y 2 dX -h #*dp. 


Les composantes de là vitesse dû même point seront 

l ^ = £' — 

(74) j + 

( •*> = —/îX'-h^iP'. 

* 

Par des calculs connus, on mettra dG c2 et r/G / 2 sous les formes 


(7 5 ) 

( 76 ) 


dÇ ) ( 2 — X d£ *4- Y 3y) - 4 - A dÇ L dX -4- Aï dp. N dv, 
dfâfa d£ -4- Jy d*o -4- J* dÇ J / dX 4- J m dp. *+■ J* dv, 


tandis que, le corps considéré étant un solide invariable, Pon aura 

( 77 ) dr e/ 1 “ o, diD ?j -—- o, dis^f — o. 

D., II. 



34 


I*. ÎH'IIKM. 


Ces valeurs ( 70 ), ( 7 G), ( 77 ) devront dire répondes dans l’égalité (5a). 

Kn raisonnant comme nous l’avons fait au paragraphe précédent pour ohlcnir 
l’égalité ( 54 ), nous trouverons que l’on a, en une modification quelconque du 
llllldc, ... 


( 78 ) tl&et — h df (l^vt 


—y | [II| COS («h il') ~p x i]dx t 

+ [il| COS(«,, )’) —Pyl) tyt 

-t- [II, cos(«,, s)~ />*i] foi jv/s, 


S étant* la surface tle contact du solide et du fluide et /ti étant, en chaque poinl 
de celle surface, la denîi-normale dirigée vers î’intcricur du fluide. 

lin vertu des égalités ( 73 ), ( 75 )) ( 76 ), ( 97)1 ( 78 ), ( 48 ), (So) el (53); l’éga- 
Ülé ( 5 a) pourra s’écrire . 


179) /1 [ (m li,)cos(«,, x) + 


"t) 4-6 


4- | (ci - II.) cos(«„ f) 4- p yt 4- /(♦’, — Vt) 4- 6 *-yp-pj tyi 


4- (G5 — H,)cos(«„ 5)4-/^, 4-/(»*,■ 


+ ]«=■!<« 


-t- | X -t- 


- 4 - j V 4- Jy 


/1>‘ 


it t — //,) 4- ^^TTTT- 1 — ÜJ COS(«»«)! ds j<% 


r, ) -t- e 


Kl 

iy — t’i 
I r‘ | 


-t- | '/. 4- J; 4- 1^/* 


ra cos(/!|, j)j r/S j or, 

, c)J r/S | ôÇ 


4- 


+ ( N+J --’/|( / 4"pr) t( 


v ”'1 

— CJ 

COS(«i, 3 

6 > 
1 ;l 1 > 


-(«’* 


<6 N 
kl 


- (»'* 

— »'i)ay] 

$ - 

i/'i 

) [(«•*— 


-W|)/l] 


— 5jC0S(/i 


.,j)]|ds)fo 

1>5 )]jr/s]o> 


— ét',COS(/î 


yjCos(/î„a?)]K/s|dv 


Cette égalité doit avoir lieu (|uels que soient S;, 8 /», 8 Ç> 8 p.* 8 v cl, en outre, 

quels que'soient, aux divers points de la surface S, o.ri, 8 j',, 8 s|. On a donc 
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1 

(1|, — w) cos(«i,'aO 

— I>X 1 = 

(/-, 

6 ' 
1^1, 

) (« 1 - 

- Ui), 

(So) - 

(il, — ra)cos(«i,.r) 

— pf »=. 

(/- 

6 

1 *' 1 

)(* 1 

- «•*)> 


(il, — Gj)COs(#l,, s) 

— P Z 1 = 

(/+ 

6 

\‘ J \ 

)(“•.- 

-•«>)* 


identiques aux trois premières égalités ( 07 ); 
a 0 Les six égalités 

X + J, + y |/( 111 ù| ) + - aeosCn,, *)]«»'= o, 

i.... * • ... 

i, + j, [(/+ ttj) [(“’*-"’>) J* ~ O’*— *’*)-s3 - ®tX* cos(/i,, -•) 

<pii peuvent encore s’écrire, en vertu des égalités (So), 

X + J*— f [H, cos(/J,, oc) — p xt ]dS = o, 

Y + J, — J |fil, cos(n„y) -/) y ,](tS — o, 

Y. .-HJ.— /[II.cosK^-^.J^o, 


=|COS(//„/)]| 


(8a) 


L rt-J/ +y {II,[r* COS(/l|. s) — Si C0S'(«1*»]— O'i/^l — Si/’yi) j rfS = O, 
■M + J m+J' in,[c f COS(/l,, Æî) — Æ, C0S(«i, C)] — ( 5 i/ J *l />i, ) J </S O, 

N + J„ + J' |lI,[<rî'ços(/i|f f)—y* cos(/i„ #)] — (^',/> r , — Ji/An) j '/S — o. 


Ces dernières équations feraient connaître le mouvement du corps solide si 
Pou connaissait IL, p x \ y Pyu pz «• 

Les équations (80) peuvent être traitées comme les trois premières équa¬ 
tions (07); elles nous enseignent que Von a } en tout point de la surface S, 

■* 

(83) GJ = II| — p xx COS(«i, x) — Py\ cos(/i,,j*) Pu cos(/i,, c). 

Elles nous montrent, en outre, que la projection du vecteur p\ sut (a stti- 
facc S coïncide avec la direction r de la vitesse relative d. Celte projection 


(tà r= O, 
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est donnée par l'égalité 

(81) Px i cos(r, a<) -t- C 0 $(>*, >•)'+/>„■ cos(r, v) — — 

i . 

Tout ce que nous venons 4c iî.irc suppose que le solide et le fluide ne sont pas 
soudés }e long dç leur suirdce dë cohtact. 

Dans le cas ou ils seraient soudés en line région' de leur surface de contact et 
ou celle soudure ne serait pas regardée comme une liaison nouvelle (*), on 
aurait, en tout point de cette région," 

l/j — Uj=0 # l*,— Çj—O, U*,— U»,r=0, 6 — 0, /—O. 

On devrait donc, pour tout point de cette région, rênVplacer par oMe second 
membre des égalités ( 8 o) et, dans les égalités (8 i), iesirëiriJrc les intégrales aux 

parties de la surface de contact qui ne sont pas des soiidüres. 

• . • * •- * • . 

Les égalités ( 82 ) resteront vraies, même si le solide et le fluide sont soudés 
tout lé long de la surface de contact oit le long cVune partie dé cette siirfaçe. 
A fais, en tout point de la surface S où les deux coips sont soudés l y un à 
Vautre, le vecteur /),est normal à la surface S ; si Voit désigne par />, sa 
valeur comptée positivement dans le sens dé là normale //, , o/e a, en un tel 
point, 

(85) CI ri II, — />,. 

Ce que nous' venons de dire cesse d'élrc exact si' Von regarde la condition 
imposée au fluide d*adhérer du solide comme constituant une nouvelle 
liaison (-). Dans ce cas, on doit avoir, en tout point de la surface d'adhérence, 
non seulement les égalités 

(6.1) o* — u,r=o, v*— V, = o, n*,~ 11 *,—o, 

mais encore les conditions, imposées à tout déplacement virtuel, 

(05) da-j — d.r, — o, d/j — d)',— o, oc,— 03 , = o. 

Dès lors, il ne suffit plus de poser, dans nos équations, 

/—o, 6 — 0 . 


(*) Sur les conditions aux (imites en Hydrodynamique {Comptes rendus, t. CXX.XIY, 
p. 1,9; *20 janvier 1902). 

( 2 ) Sur l’extension du théorème de Lagrange aux liquides visqueux {Comptes rendus, 
t. GXXXIY, p. 58 o; 10 mars 1902). 
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Il faut encore remplacer l’égalité (5a) par l’égalilé (02 Ois). L’égalité ( 79 ) est 
alors remplacée par Légalité 

>) J { [gj* + II, cos(/j„ ;r) — />jrtl 5a;, 4- [— II, cos («„ y) 4 - p yl ] <îy, 



4 - 0 .- 

-H» cos(ni, 

5 ) it £st 

]<î.5| 

jrfS 


> — 

L x+ W 

©*<«'] j^V> Jy +j 

r\ 

VS y ilS 

Àr/ 

[z + Jj 

*J 



?— 

j^L -+~ J/ -t- ^ 

(vSyZ^ — V/S^J 4X — j 

[m 4- J, 

",+J 

r , ... 

(cî.Oz'j- 


sO'/S 



—. 

|*N 4- J 



— VS y 

o,’ 2 ) f/S 

ÔV “ 

Cette 

, « 

égalité doit 

r . 

avoir lieu quels que soient §1 


o).j %l, 

3v et, en outre, 


quels que soient Zy t) 6 ij aux divers points de la surface S. 

On a donc : 

i° lin tout point de la surface S } les trois égalités 

| II, cos(/i n x) 4 - vs x = p x \ y 
(87) j U t CO&{n u j') + ày‘= Pyu 

( II|CÔS(/!„ z) + U5- —Pz\> 

identiques aux premières égalités ( 7 «); 
a° Les égalités 

X + Jjç ^ d, \ ~t" J y 'h^ Oy ~ O, ft “H J - Î5J- <■/?> — O, 


( 88 ) 


L -hit 


j ( -î — 




O, 


“ o. 


M + J„, -f- j 
N + J„ 4 - J\^ x yi~-f>y } Vi) <iS =: 


O. 


dette seconde manière de voir est celle que les considérations développées au 
Chapitre 1, § 2, nous présentent comme vraisemblable. Nous verrons qu'elle 


s’impose 




CHAPITRE III. ' 

DU HKOIiMK FIîÙMANHNT AU SKIN D*UN F LUI DK VISQÜBÜX. 


§ I. — Ll CONDÏTÏÔN ^ADHÉRENCE DOIT ETRE ASSIMILEE À l’iNTRODÜCTION 
|IE NOUVELLES LIAISONS. — ÉNONCÉ ET DÉMONSTRATION d’un'lKMME ( 1 ). 

% . . , ' ...... 

Lorsque dciix Huides ne pelîvent glisser l’un sur l’àulrc, lorsqu’un fluide ne 

peut glisser sur un solide, doit-on traiter le système où deux corps adlièrcnt 
entre eux comme on traitait le système où ces corps glissaient l’un sur l’autre, 
en égalant simplement à o la vitesse relative le long de la surface de contact? 
Doil-on ali contraire regarder le nouveau système comme différant du premier 
par l’introduction de nouvelles liaisons? Les deux manières de voir soiit plausibles, 
bien que la seconde paraisse plus logique. 

Ces deux manières de voir ne sont pas équivalentes; la première exige que le 
vecteur (px> p y , p z ) aboutisse normalement à lu surface de contact, ce que la 
seconde n’exige pas. 

Une ambiguïté analogue s’est présentée dans l’étude du frottement de deux so¬ 
lides l’un sur l’autre ; dans ce cas, là première maniéré de voir a dù être rejetée ; clic 
aurait introduit plus dèconditions que le problème ne comportait d’inconnues. 

N’en scrait-if pas de même dans la question qui nous a occupé au Chapitre 
précédent? C’csl ce que nous nous proposons d’examiner en celui-ci. 

Dans ce but, nous allons établir un lkmme qui est valable seulement dans 
l'iIYPOTHÈSK OU l’adhérence d’un FLUIDE A UN SOLIDE ENTRAINE LA PERPENDICU¬ 
LARITÉ DU VECTEUR (/?*, p )} p z ) A LA SURFACE DU SOLIDE, 

Voici l’énoncé de ce lemmc : 

Si un jlaide visqueux ci non compressible adhère à un corps solide, les six 
quantités 

i du de. du» 
ôx } Oy* dz } 

W) < 

J de du» du» du Ou dv 

f Oz Oy 9 dx ^ dv } dy de 


(*) Sur certains cas d'adhérence d'an lit]aide visqueax aux solides <ju'il baigne 
(Comptes rendus; l. CXXXIV, p. ^65; 3 février 190 ?). 

D,, H. 6 
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s'annulent aux points du fluide qui sont infiniment voisins de la sur/ace dit 
solide . 


•Soient, en »>', les trois composâmes de la vitesse en un point du 

solide î nous aurons 

u f — U —-FÎ2y v, 

‘ n' — V — ü x z 
iv' = \V — SîyO; 4- Six/* 


U, Y, Wj Q*, û r , Q* étant trois quantités qui dépendent exclusivement d et. 

S*Ü y a adhérence du fluide aii solide, nous avons, en tout point de leur 
commune surface, * 


U — U rr: O, V — l’ f — O, 

IV — iv' = O. 

Lès trois fonctions 

/•==« — U + ü z y 

— “■/ c > 

g — V -j- Çi x 5 

— CC> 

h Z=Z »> - W + ilyiV 

- fti/ 


s’annulent donc en tous les points de la surface; partant, on peut trouver, en 
chaque point de celte surface, ûn vecteur F, O, H, tel que l’on ait 



0/ 

i{ y 

II 

*r* 


£=«“• 

dg 

dy 

— PG, 


£=««. 

Oh 

dy 

= pil, 

à* ,, 

35 =-/H, 

égalités qui peuvent encore s’écrire 



/ du „ 

»=“?• 

Ou __ 

à y " 



(9°) 

de 

dy ~ 

PG, 

K =7 C -«« 

\ûa;~ an S2y> 

du» 

dy ' 

PII + P,, 



Dans ces égalités, on a posé 


cos (ni,x) a, 


cos {n it y) = p 


COS(/i/, z) z=z y. 
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Ces égalités nous donnent les expressions suivantes des six quantités ( 89 ) : 


(90 


Ou 

Ojc 


= * F. 




dm 11 


de die 
ds + d/ 


•/G -4- (311, 


du» 

dx* 


d// lf 
4- 1 - = ail -f- y F, 
Uz 


Ou de 

jj- + jj 


(3 F -+-‘ctG. 


w 

Les trois premières égalités (91 ) donnent 


(9 2 ) 


tï du ùy die an tf 


Les égalités (43) et (44) transforment les égalités (5 1 ) de la I e Parlie.de ces 
Recherches en 

» Vjc=:—X(«F + pG 4 -yll) — a/jteeF, 

Vy = — X ( a P h- 0 II + y 11 ) — a {/£ (i, 
v s = — X(«F 4- p G -h y H) — 2 W iI, 


m 


t x =— {*(/(} H-p II), 
T y ~— (/(all + yi’), 
r z ~ — f/(pF -t- «G). 


Les égalités ( 48 ) Je la première partie deviennent alors 


I Px — (X + f*)a(«F + PG -f- yU)-h'f*F, 

(94) | p r =p. + f/)p(«F-t-pG + -/II)h-//G, 

( Pz = ()v + ^)y(al'-t-pG -4- '/11) -t- p li. 

Mais, si le lluide adhère au solide, le vecteur (pxtPytP*) doit être normal à la 
surface de contact; on doit donc avoir : 

P/>*~ y/v = °, 


ypx ~ *p-, — o, 

«Py — pPx = o; 



[\-ï 
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ou bien 


(5 H — y(î t== 


ou enfin 


(9^) 


y F 
*(i 


y o 

«h 

8 F 


o, 


rzo, 

- o ; \ i. 


F=K«, (« = K j 5 , H-K y, 


K étant une quantité variable d’im point à l’autre de Ja surface. 
D’ailleurs, les égalités (92) et (gô) donnent 


( 9 6 ) 


K. 


Ce que nous avons écrit jusqu’ici s’applique aussi bien aux (Inities compres¬ 
sibles qu’aux liquidés incompressibles) si nous restreignons dorénavant nôtre 
analyse à ces derniers, nous devrons écrire 0 = o, parlant, selon l'égalité (9O), 


( 97 ) 


K = o. 


Alors, des égalités (91) et (ga), découlera le lemiile énoncé. 

En outre, les égalités (90), (96) et (96) donneront, eii tout point de la surface 
de contact du solide cl du liquide 




( 98 ) 


du 

4>' 

()ti 




de 


“ s ~ ÔJC 


de 

d; 

die 

ÜJÜ 

du 

àf 


2 Ù t 


l9.y t 

-■29... 


Supposons, en particulier, le solide immobile ou animé d’un simple mouve¬ 
ment de translation ) nous aurons 


&x—0, 9 } ~ o, î2 ; =o 

et, selon les égaillés (98), 

’ àw .de ___ ôti dv du 

Oy 'dz- 0 ' T.-irv- 0 ' dï-dy~°' 

Ce résultat, joint au lcmmc précédent, conduit à la proposition suivante : 

Si un Jluidc 'visqueux et incompressible adhère à un solide , et si ce solide 
est immobile ou animé d 9 un simple mouvement de translatlon y on a, en tout 
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point de la surface commune aux deux corps, 


( 99 ) 


I du 

du 

Où 

1 ôx ~ °» 

~^r =°> 

- àf 

JÎT ~°’ 

àv 

de 

Ou 

dx~°’ 

oy~° 9 

Jï = °’ 

ÙiV 

die 

die 

( te = 0 ' 

0ÿ =o> 

dz ~~° 


§2. — ÉCOULEMENT PKRMÀÀÉNT d'ÙK LIQUIDE, DK PROFONDEUR ET DK HAUTEUR 

INFJKIÊS, COüJLAAT KÎVTftK f)KS PAKOIS VJBIlTJCAtBS. j 

Nous nous occuperons exclusivement'de liquides, c’est-à'dirc de fluides incom¬ 
pressibles; nous supposerons que Ja température garde une valeur uniforme et 
constante dans.toute l’étcndiic du fluide. Nous nous trouverons alors (I rc Partie, 
Chap. ilï. § 2) dans un cas où il existe une fonction À(#, y y z, l) permettant de 
mettre les équations de Plfÿdrodjnaihique sous la forme [/oc. cil.) égalités (iS^)] 


(100) 


i ÔK . v ,/x - 



JA 

oy 

JA 

i dz 



o 

o 



et cette fonction À sera donnée par l’égalité [loc. cit. } égalité (if>8)] 


(101) 


A(*vr,s,o = v f -i-v,+ " 


Dans le présent Chapitre, nous nous proposons d’étudier un êcoulemcnl per¬ 
manent c’est-à-dire un écoulement où les composantes U, u, tv de la vitesse 
dépendent de x y y y Z y mais point de t ; dans un tel écoulement, on a 


partant. 


du 

dl 


= o 


de 

dl 


o, 


die 

dl 


o, 


V* = 


7 y 


du du du 

àv dy dz 

de dv de 

H j^ +,, ^ +n 'ji > 

div die div 

U -y— -h v -.-7 ~tr U’ -y- « 

<M* ôy dz 


D. f 11. 


7 



44 P. Düllfctf. 

D’autre part, en un fluide incompressible où 

o 

Ox dy ■ Oz 


est toujours mil, ou p a partout la même valeur, où, éh outre, d^aprcs^les liÿpo 
thèses faites, T a une valeur uniforme,' on a [l rc Partie, égalités (58)] lA ^ 

• I 

V*t=>A//, r/ y z=fiAv, 


Les équations ( 106 ) deviennent donc, pour les mouvements que nous ayons en 

- # . . . • . • 

vue d’étudier, 


(tôo-büy 


OA Ou Ou Ou a 

- —1_ 11 ~ — -1_ ii - - _i_ tu —— 1 

Ox 
OA 


L l/W J* i • 

—u ~y~ P -T- - 4 - w -— Au — o. 


* d: 

de de 
d^ 

•/ 

dÀ d*e * dtv du» a 4 

// -v—t- e~r— 4- te -r-- — aiv = o. 

Ox Oy Oz p 


de 

ôj + "ôx 


Oz 


Hf- -f»v T —— Ae.— o, 
Oy Os p 


À ces équations, il faut joindre l’équation de continuité 


(loi d/s) 


( d// de dte 

Ox Oy ^ de 


o. 


Le fluide dont nous étudierons le régime permanent sera supposé illimité aussi 
bien dans le sens des z positifs que dans le sens des z négatifs; les parois dit canal 
dans lequel il se nient seront des cylindres dont les génératrices seront parallèles 

‘f’ " • X 0 

à O^. La vitesse de chaque ppint matériel appartenant au fluide sera supposée 
parallèle au plan des x } ÿ\ z t en sorte que l’on aura 


ir = o. 


Enfin, U, P seront supposés indépendants de s. 

Le canal s’étendra à l’infini, aussi bien en amont qu’en aval» A cct égard nous 
ferons les hypothèses suivantes : 

Si l’on désigne par / la distance d’un point du plan des x } y à l’origine des 
coordonnées, lorsque f croit au delà de toute limite : 

Les parois cylindriques du canal s’écartent infiniment; la largeur du canal croît 
au delà de toute limite; 

Les composantes //, P de la vitesse et toutes leurs dérivées partielles tendent 
vers o ; 

Les produits ///, A», /- * l 1 ~ > /- — * l~ ne croissent pas au delà de toute 


limite. 
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I>€s équations (joo bis) deviennent 


(102) 


OA Ou Ou 

dï + u te + '’dy 

OA Or Or 

•y-f- U -t -h t’y 

Oy Ox ôy 


^A « 

P 

£ Ai’ 
P . 

AV 


o; 


O, 


=r o, 


tandis que Péqualîôn de continuité (161 'bis )devient 


(io 3 ) 


Ou ^ Or 
Ox * Oy 


o, 


En vertu de celte égalité (io 3 ), il existe une fonction y(x } y) telle que Pon 


ait 


(■0-1) 


. _ Oy(x>y) 

Oy 9 




Qy(&>y) 

Ox 


Si nous reportons ces valeurs de u et de r dans les deux premières égalités (102), 
elles deviennent 


(io 5 ) 


OA Oy d 3 ç Oy O i y p 0 , 

Ox Oÿ Ox Oy Ox Oy * p Oy * 

< 2 ±_<h <!!? , à 9 à*9 IX à . 

1 dy dy da?* d.r d# dj' p d.r * 


= o, 


— o. 


De ces deux égalités, il est aisé de tirer une troisième relation où ne figure 
plus'que la fonction inconnue y. En effet, différentions la première égalité (to 5 ) 
par rapport ixy^ la seconde par rapport à x el retranchons membre à membre les 
résultats obtenus; nous trouvons 


(*06) 


H* 


Oy 0 
Ox Oj 


- ây — —Aây = o, 


Traçons tiiie circonférence de rayon /, ayant pour centre l’origine des coordon¬ 
nées et située dans le plan des x, y. Soil <7 la partie comprise à l’intérieur de 
celte circonférence, du plan des x } y que recouvre lé fluide. Considérons l’in¬ 
tégrale 



V|6 

(jirc l’or» peut encore écrire 
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(107 bis) 




Transforirions-Ja aii moyen d’une intégration par parties. 
Soient : 

L, le contour de Paire <7, 

/*/* la normale au contour L vers l’intérieur de Paire /r } 


y' > 

ar 


,V v 


OL = COS{Hg,æ) % p == CÔS (///,/)* 


Nous aurons 


i=-fw (|« - (i - §!:£*») *. 

Mais, selon i’égaülé (107), la seconde intégrale n’est autre que J; nous trouvons 
donc 


(108) 


aJ 




D’autre part, nous avons 


(,o 9 ) jTa 9 44?'* = - jfA*rfL- jf [(^?)‘ + (^r)’]*• 


Les égalités (106)* (107), (108), (109) donnent sans peine 

<•"> ?XK^)' + (w)'h=f* [t (P-PH ù -ë,. 


ci L, 


Le contour L se compose de trois parties : 
i° Une partie X qui coiipe le canal en amont ; 
a° Une partie )/ qui coupe le canal en aval; 

3 ° Une partie qui est la section des parois du canal par le plan des x } y . 

Tout le long de cette dernière partie* si le liquide adhère au solide et si Von 
admet P hypothèse énoncée au § 1, on a, en vertu des égalités (99), 


du 

ày 


— o, 


dy 

doo 


= o 


partant 


. du dr 

^ dy dx °* 
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Nous pouvons donc écrire 




t ^2l «o. 

p à/tt J 




Faisons maintenant croître au delà de toute limite le rayon /. D’après les'hypo¬ 
thèses faites') chacun des deux termes du second membre tend vers o. Il en est 
donc de môme du premier. 

Mais, au premier membre, la quantité sous le signe J* n’est jamais négative; 

le premier membre n’est donc jamais négatif cl il ne peut décroître lorsque 
l croît; U ne peut donc avoir o pour limite que s'il est constamment nul. Cela 
exige que Ton ait, ch tout point dit fluide, 


à à? 

dx 


dào 

=0. 

°y 


D’ailleurs, nous avons vu, il y a un inslanL, que l'on avait, sur les parois, 


do = o. 


On a donc, dans tout le fluide, 


(n- 2 ) 


a du di* 

^ dy dx ° 


Nous voyons alors qu’il existe une fonction »}*(#,y') telle que l’on ait 


(u3) 


db 

dx 


ày 


La condition de continuité (io3) nous montre que celle fonction vérifie l’équa 
lion de Laplace 

d^ 1=0. 


U en est nécessairement de même dé ses dérivées partielles u et v, en sorte 
que, dans tonte la partie du plan des x % y recouverte par le fluide, on a 


d*u à*u 


d * «> d* »- _ 

Ox* Oy* °’ 


Le long de l'intersection des parois du canal avec le plan des x y y % on a les 
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égalités (99), parlant les égalités 


u — o. 


v = o 9 

Si l’on observe en on Ire que 


Ou 

« ÙU A 

_ du ^ 

-o, 

Ox 


On) " 

Or 

, de ~ 

__ O r 

• 

Ox 


~~ Ont ~ 

nO. 

n ô “, 


V f, 

1* f 

Ox 

oy 

Ox 

Or 

lorsqi 

ue, dans. 

le, plan 

des a: 


s’éloigne à une distance infinie / dé l’origine, on voit que l’on à nécessairement, 


dans tout l’espace occupé par le ftiiidej 

(u 4 ) u ~ °> 

Le fluide ne peut présenter d’autre régime permanent que le repos. 

Mais ces égalités (1 14 )> reportées dans les égalités (102)* exigent que l’on ait 


v = o. 


OA 

Ox 


— o, 


OA 

— — o. 

<>y 


OA 

Oz ~°' 


égalités qui sont les conditions d’équilibre de la niasse fluide. Si nôiis supposons 
que l’on dispose de la pression II de telle sorte que les deux premières ne soient 
pas vérifiées, le repos sera impossible et nous nous heurterons à une contradiction. 

§ 3 . — Un CYLINDRE INDÉFINI, AU SEIN D*ÜN FLUIDE INDÉFINI, EPROUVE UN- 
MOUVEMENT UNIFORME DANS UNE DIRECTION PERPENDICULAIRE AUX GÉNÉ¬ 
RATRICES^ 1 ). 

Une analyse très voisine de la précédente va nous permettre de traiter im pro¬ 
blème dont un cas particulier a été examiné par Stokes. 

Un cylindre indéfini, dont les génératrices sont parallèles a O*, est animé 
parallèlement à Ox d’une translation uniforme de vitesse U. Il est plongé dans 
un fluide visqueux indéfini qui adhère à sa surface * Le niôiiventent diire depuis 
très longtemps, de sorte que l’état du fluide, rapporté à un système d’axes 
coordonnés invariablement lié au cylindre, est un état de régime permanent . 
On suppose chaque particule .fluide animée d’une vitesse-normale à 0 z et indé¬ 
pendante de z 


(n 5 ) 


m = o, 


du 

dz 


tn o 


Or 

-T- ~ O* 
0 v 


( 1 ) Sur certains cas d } adhèrence d'un liquide visqueux aux solides qu'il baigne 
(Comptes rendus, t. GXXX 1 V, p. 9 . 65 ; 3 février 1902). 
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Si / est la distance d'un point à Taxe des s, oh suppose que/ lorsque 7 croît 
au delà de toute limite, a y v et toutes leurs dérivées partielles tendent yers o et 
que 

; u, h; ;■ t~, /.«j 

• Ox Oy Ox Oy 

ne croissent pas au délà de tôiite limite. 

• . » ' * «.•.* V g • ; - * S.* * - . ' » v ’ j • - v * • "’ 7 ' ’ . * . . . . • 

D après Pline des hyjîbthèses faites, chacune des composantes a et i> de la 
vitesse .doit avoir la même valeur, à f instant 7, au point dont les coordonnées 
sont x>ÿ 'Çt, à PinstantT, au point dont les coordonnées soqt x'=. x -t- U(P— 7), 
Ÿ ~'Xt c’est-à-dire que u et i> ne dépendent de x et de t que par le binôme 
(x —U/), ce qui permet d’écrire . 


. 0 * 6 ) 


Ou __. Ou 

0t 0x } 


Oy _ .. Ov 

Tl ~“ u dï 


Moyennant les égalités (i t5) et (i 16 ), les équations (ioo bis) deviennent 


(ii?) 


OA , 
^ + {tt 


à\ 


0) 




\ 


, Ox Oy 

l1K 0v Ov 

U)-p~ -4- i’-p~ 
' Ox Oy 


^ Am 
P • 

£àv 

P 

OX 
■ 0s 


~ 0 , 


O, 


=: O 


tandis que l’équation de continuité (iqi bis) reprend la forme 


(•o3) 


Ou Ov 

"p -p“ —: O . 

Ox -Oy 


■ ♦ ' • 

llcxistc donc Une fonction <p(# — U/, y) telle que l’on ait 


(io 4 ) 


a rz: 


Oc? 

Oy 


0<? 

v = — -p~> 

ôv 


/ 

1 


r L 


en sorte que les deux premières égalités (1 1 * 7 ) deviennent 


(i«8) 


[0\ (0? 

\ Ox \0y 

m . (il ij\ A 

Oy + U Y ) Ox' 


°'9 

} Ox Oy , O v dy 1 
. 0 >? <?*<? 


ef 

P Oy 

u 0 . 
—I-ï— A<? 

• A /I )> * 


O v Ox Oy o Ox 


o. 


— o. • 


Diflércntions la première de ces équations (i 18 ) par rapport à y } la seconde 

« # 

par rapport à x et retranchons membre à membre les résultats obtenus; nous 
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trouvons que la fonction doit vérifier l'équation 


0 * 9 ) 




-toi ,U_^AAo- 


AA^> = o* 


Dans le plan des à?* y, la section dit cylindre a pour çonlpur L; dans ce plan; 
de l'origine des coordonnées pour centre, et avec un rayon 7 , décrivons iiiiê cir¬ 
conférence de cercle X; prenons /'asse% grand pour que le contoùr L soit> cri 
entier, à iMriténçiii' du cercle; soit or Paire comprise entre les contours L et X. 
L'cgalité (i 19) nous perniet d'écrire 


(126) 


M® 


U ) A ? ~ S ~ Ç AA ? I (h - 


ôx ùy 


J 


Considérons l'intégrale 


(121) 


j 



Nous pouvons écrire ^ 

-- •> 

=-X (i?), [(|- u )“~Sp]" L 

. .(<*»>■ |(£ -«)* £ 4 ». 


Mais, selon l'égalité (121), la dernière intégrale est précisément J; nous trou¬ 
vons donc 


(122) 




;X (4?) ’ 


(S.- 0 )*-s 




Les égalités (120), (121) et (122) donnent sans peine 


SX [($)>($)> 
= XH£[fê-°)« 
+ XMS [($-“>■ 


- &] - ? 


rfi. 


ff ^ A ? 

p J/if 
p Oui J 


(««3) 



recherchés sim i/hyouodyNamique. 



Au second membre de celte égalité (ia 3 ), la première intégrale est nulle en 
vertu des égalités (99), en sorte (|ue ce second membre se réduit à la seconde 
intégrale. 

Faisons croître le rajon l aii delà de toiilc limite. Visiblement* en verlu des 
hypothèses faites, cette seconde intégrale tend vers o. U én doit donc être de 
même du premier membre de Inéquation (i 23 ). Or, cela n’est possible que si l’on 
a, en tout point dé l’aire or, 



et comme on a, en tout point du contour L, en vertu des égalités (99), 



oii doit avoir aussi, en tout point du plan des x % y extérieur au contour L, 


( 124 ) 



Ôi* 

dx 


Il doit donc exister, en tout point des x : y extérieur au contour L, Une fonc¬ 
tion <{/ telle que 


M) 





cette fonction pouvant d'ailleurs n’ôtre pas uniforme. Selon l’égalité (io 3 ), cette 
fonction vérifierait l’équation de Laplace et il en serait dé môme de u : 


d*u d l u _ 

dx* dy* — ° # 


Mais u est une fonction uniforme; elle s’annule à l’infini; en tout point du con¬ 
tour L on a, selon les égalités (99), 


(126) 




La fonction u doit donc être nulle dans tout le fluide, ce qui est impossible 
puisque l’on doit avoir, en tout point du contour L, 



te 
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Stokcs (*) avait déjà traité qc problème dans; le cas partlcitlier ou lè cylindre 
est à section circulaire.*: Il était également parvenu à cctld cônséqucncc qûè le 
régime permanent considéré iic peut VétablirJ in ai s, pour obtenir cè résultat* il avait 
uniquement fait «sage de l’égalité (127); .il n’aVàit pas invoqué les égalités (pg), 
nécessaires pour qûç lè Vecteur (pxyPyï j>i) sqît normal à la surface du cylindre. 
Le raîsonncincnt qii , il à suivi pourrait doiniër prise à certaines critiques. 

lin effet, si Pana lyse exposée en ce paragraphe et au paragraphe précédent 
aboutit à des contradictions, elle le doit à 1’einploi des équations (99)1 c’est- 
à-dire, en dernière analyse, à Phjqiôtlièsc qne le vecteur (P* PP*) aboutit nor¬ 
malement à la surface le long de laquelle le lluidc adhère au solide. 

Si nous regardons celte adhérence comme constituant une liaison nouvelle, 
rien n’oblige plus le vecteur (px> PyV pt) à aboutir norinalcmcht à la stirface 
d’adhérence; les impossibilités que ndiis venons de signaler disparaissent alors 
d’ellës-niêmes. Nous sommes dotic contraints d’adopter celle supposition dans 
l’étude du frottement des fluides sur lés solides, comme nous Pavons adoptée 
dans l’étude du frôttcihciit des Solides entre eux; Par là, toute ambiguïté se trouve 
levée dans Pétàblissèment des epnditibns aux liriiiles. 

Nous allons faire usage de ces conditions pour traiter quelques problèmes très 
simples relatifs au régime permanent des fluides incompressibles de température 
uniforme. Noüs aurons de nouveau occasion de constater que le vecteur ( Px>Pyypt ) 
ne peut aboutir normalement aux surfaces d’adhérence. 


§4. — De l’fxoülemkNt pkhmAneât rA h filets pàhàllkles. 

Le cas le plus simple, que nous allons étudier tout d’abord, est celui du mou¬ 
vement permanent par filets parallèles; ôn nomme ainsi un mouvement où tontes 
les vitesses sont constamment parallèles à une droite fixe que nous pouvons 
prendre pour axe des z. Celte hypothèse s’exprime par les égalités 

(128) itzzzO, Vzzzo. 


Moyennant ces égalités, l’équation de continuité (101 bis) se réduit à 
elle nous enseigne que w est une simple fonction de x et de y : 


d\v 

ùz 



0 * 9 ) 


» 


( 1 ) Stokks, On lhe ejfect of lhe internai friction of Jluids on the motion of pendu - 
lu ms (Transactions of thé Cambridge philos op h icà l Society t vol. IX, j>. 8; 9 décembre 
i85o; Part l, Section IV, n°* 45 à 48. — Mathcmalical and physical Papers, vol. III, 
p. O2. — Collection de Mémoires publiés par la Société française de Physique . t. V, 
p. 344). 
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Les deux''premières égalités (100 bis ),'rédüîles à 


OA OA 

r \ " —O f -Z — —O, 

Ox ôy 


nous enseignent que A est une simple fonction de 


(< 3 o) 


A =À(æ). 


Quant à la dernière égalité (ioo bis)ÿ elle devient 


03 .) 


(I A ( s ) 

(U 


s p \ ô.v- Oy-) 


il A( = ) 


Les équations (129) et (i3i) nous apprennent que——ne dépend pas de s* 

parlant; que A est une 'fonction linéaire de soient A 0 > A,, les valeurs que prend 
celte fonction lorsqu’on donne à z les valeurs s 0) z t . L’égalité (i 3 1) deviendra 


0 l ii» O i iv p A t — A 0 

~àx* oy- ~~~ y- s, — So 


(182) 


Telle est l’équation aux dérivées partielles dont dépend l’étude du mouvement 
permanent“par filets parallèles; elle a été donnée par Navier (*). 

Pour* compléter ta mise en équations du problème, il convient de joindre à 
l’équation précédente les conditions qui doivent être vérifiées le long de la surface 
du solide ou le iliiidc est contenu* Celle surface ne peut cire, d’ailleurs, qu’une 
surface cylindrique dont les génératrices soient parallèles a Q*. 

Selon les égalités (128) et (129), les égalités ( 5 i) de la I rc Partie de ces 
Recherches deviennent 


Vy* = o, 


V = o» 


*3 = Oj 


(« 33 ) 


\ Osv 

l T *~ IX ày 


v ». — ’ m » , r» — o. 
J ‘ Ox 


Si /// est la normale à la surface limite dirigée vers l'intérieur du llnide, nous 
aurons cos (///, «) = o et les égalités (1 33 ), jointes aux égalités (48) de la première 
partie, donneront 

(.34 ) p x — O, Py — O, p z = P 


( 1 ) Mavikii, Mémoire sur (es lois de l'écoulement des Jl aides, lu à r Académie royale 
des Sciences le 18 mars 1822 {Mémoires de t f Académie des Sciences, année i 8 *i 3 , p. 17)- 
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Les conditions aux limites sont de fermes différentes selon que le liquide glisse 
ou ne glisse pas à la surface du solide. 

Supposons d’abord que le fluide glisse à la surface du solide. jLcs conditions à 
vérifier seront les conditions (80). Mais l’égalité ( 85 ), jointe aux égalités (i 34 ) 
(pic nous venons d’écrire, donne 

li — C3 rr o. 

On voit alors que les deux premières égalités (80) deviennent deux identités, 
tandis que la troisième devient 


035) 




Si nous supposons que / ci © soient deux constantes, rien, dans les condi¬ 
tions (i 3 * 2 ) cl (i 35 )j ne dépendra plus de la variable 2 et lé problème auquel nous 
sommes amenés pourra s’énoncer de la manière suivante: 

Soient <7 la section droite du cyîuuirc et L la ligne qui sert de contour à cette 
section droite ; la direction n'i sera normale à la ligne L, menée dans le plan de 
l’aire tr et vers l’intérieur de cette aire. 

Il s’agit de trouver une fonction w(ü)J') qtii vérifie la condition (i 32 ) en tout 
point de l’aire <t et la condition (i 35 ) en tout point du contour L. 

Le sens positif de l’axe des z est arbitraire. Choisissons ce sens de telle sorte 

que A soit une fonction croissante de z\ sera alors une quantité posi¬ 

tive que nous désignerons par K . 2 : 


(i36) 


f A| A 0 _ 

P- *!—*<> ~ 


= KL 


L’équation (i 3 a) deviendra 


(i 32 bis) 


à*u> dûv ... 


Je dis que la fonction w(x } j'), continue en tout point de l’aire cr, ne peut être 
positive en aucun point de cette aire. 

Supposons, en cfict, qu’elle puisse être positive en certains points de Paire <7; 
comme elle ne peut être infinie, elle admettrait une limite supérieure positive et, 
comme elle est fonction continue de x et de y } elle alteindrait sa limite soit en 
un pdinl.de l’aire soit en point du contour L. 

Imaginons, d’abord, que celle limite soit atteinte en un point M du contour Lj 
écrivons, au point M, la condition ( 1 35 ); n> étant supposé positif, cette condition 
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deviendra 

0 37 ) 


ÔW , 


w serait positif par hypothèse J/et © sbiil essentiellement négatifs [ IV e Partie, 
inégalités ( 46 ) ét ( 53 )]pp est essentiellement positif [î re Partie, inégalité (62 bis )]. 
La condition (187) donnerait donc 


dw 

ôn ( 


>0. 


w croîtrait lorsqu’on s’éloignerait du point M selon la normale /*/, en sorte que w 
ne pourrait avoir atteint, aù point M, sa limite supérieure. 

Imaginons maintenant que w atteigne sa valeur maximum en un point M inté¬ 
rieur à Paire <7; il faudrait qu’en ce point da'forme'quadratique en X et Y 

. d'n>, xr 

% r A 1 




\ V à- - - Y 
dx dy A + dy* 


ne fût positive pour aucUn système dé valeurs de X et de Y ; partant, que iii 

n * fussent positifs, ce qui est incompatible avec la condition (i 3 zbis)* 

La fonction n # (.i>%y) n’est donc positive en aucun point de l’aire <75 partout le 
fluide coule dans le même sens, et ce sens est celui où À(-s) va en diminuant. 

(U étant négatif en tout point de la ligue L, la condition ( 1 35 *) devient 


(i 3 d Ois) 


dw / 6 

__ —— — tv -}— 
Ont y y 


Le problème que nous avons à résoudre se ramène sans peine à un problème 
connu. 

Soit r la distance entre deux points (#, y), (;v f , y 1 ) de Paire <7. Posons 


038 ) 


\v t 


y ) =— ~ f J log rdx dy', 


l’intégrale double s’étendant à l'aire 9 . iS’ous savons que 


(>3 9 ) 

Soit 

(i4o) 


<)*<»•<> . dMi’o 


ùx 


r* + 


ày: 


= K*. 


w(x,y) — iv 0 (x, y) + ip,(æ?, y). 


Le problème sc rairçèncra h déterminer «q (x t y) ; mais, selon les égalités 
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(i 3 a bis) et (1 3 ()), »*, (x t y) vérifiera, en tout point tic l’aire v, l’équation de 
Laplace 


(«40 


<)*!!>, , <)* *»*, 

4 - — O, 




dy* 


. H *_ „ f * . _ • . , # . ^ * s, 

tandis qu’éif vertu des égalités (i 35 'bis) cl (i^ô), on aura, eii tout point de la 
ligne L, 


(^2) . 


d\\\ f . . ^ / 0 \v o 

<//// p. p. fJL Olli 


égalité ou le second mefnbreâ une Valèur connue en tout point de la ligne L. 

Dans le cas ou Paire or est’ une aire simplement connexe et convcxc> le problème 
ainsi posé rentre comme cas particulier dans un problème que ÀL Zareinba (*) 
a complètement résolu en suivant les méthodes de ÂL II. Poincaré. > ; 

D’ailleurs, il est aisé de voir que ce problème ést> en toutes circonslancesi 
déterminé, c’est-à-dire qu’il ne peut comporter pins d’uiie solution. Supposons, 
en effet, qu’il en comporte deux distinctes, ivj (&tÿ) et w\y) et posons 


043 ) 


Wi faÿ) t=n\fay)~ Wi fa y). 


Selon (i 4 t)> les fonctions ti*i, o/ t vérifient l’cquâlion de Laplace en tout point 
de 1 -aii‘ë <y; il en est donc de même de leur différence Wj, ce qui permet d’écrire 


Oto) 


f\xr à \V| 

X"'ÆT rfl - + 





D’autre part, selon l’égalité (i/fe), on a, en tout point de la ligne L, 

V' v -„/w, • o. 

Olli [X 

L’égalité (i44) peut donc s’écrire 


Si l’on observe que ~ est essentiellement négatif, ôh voit que cette égalité 
exige que l’on ait 

W ; = a. 


(*) S. Zakkmba, Sur Véquation aux dérivées partielles \u -\-\u f = o et sur les 
fonctions harmoniques (Annales de l'Ecole Normale sûpérieure t 3 € série*, t. XVI, 1899, 

P* 435 
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en loul point du contour L et 


5 7 


d\Y, 

ôx ~ 0 ’ 


d\V, 

ôy 


= o, 


d\V, 

d; 


o, 


en tout point de Paire V; il en résulte que la fonction \V,(x,y) est nulle en 
tout point de Paire «r et que les deux fonctions m, (a;, j>), w \(x, y) y sont iden 
tujiicSj cé cjiij démontre le théorème énoncé. 

La proposition que nous venons d’étaldir justifie l’emploi de méthodes synthé¬ 
tiques pour trouver, dans chaque cas particulier, la valeur de w(x,y). 

Nous nous contenterons de traiter le cas très simple et bien connu où le tuyau 
a la forme d’un Cylindre droit, à base circulaire, de rayon II. Dans ce cas, si nous 
désignons par,-la distance du point (x,y)à l’axe du cylindre, m deviendra une 

simple fonction de/• qui vérifiera l’équation 


045 ) 


rÀi’(/ ) i dw(r) 


tIr 1 




(ir 


K*, 


transformée «le l’équation (, 3 a bis)) l’intégrale générale de cette équation 


est 


K 4 


À et B étant deux constantes arbitraires; inais comme w(r) doit demeurer fini 

pour i —o, il nous faut prendre B = o et ( 

t,« ^ 

- .JL R 


046 ) 


K* 

w(r)= ~ r 2 + A. 


-I ü 1 i X'.i k . k 




V 


X 

h 


r 


Exprimant alors que la condition (1 35 bis) est vérifiée 


trouvons 


pour/■ = H, nous 


et, par conséquent, 
(‘ 47 ) • 


A « 

2 V* /) f 


_ — (H 1 — ,*) - 4 - ÎÜpJ! 

4 2/ 


e 

/ 


Si, dans cette formule, on suppose égal è o le coefficient de frottement ©, 
etrouve le résultat obtenu par Navier. 


on 


La vitesse le long de la paroi (/• = R) a pour valeur 


048 ) 


u-(R) = 


K’plt <6 

V S 
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En môiric temps, la Iroisièmc égalité (i3/f) nous donne 


('49) 


/»«==— 


K‘pR 


Supposons qtic l’on donne 5 la quantité K a des valeurs de plus en plus petites; 
de telle sorte que K* pR, tout en dëincürant supérieur à —»©, tende vers 
m(R), tout en restant négatif, tendra vers 6; en même temps, /?* tendra 

vers.©.’ 

Si nous supposons que K 2 ja 1\, continuant à décroître, devienne inférieur à 
- a «;ï 1 ne pourra plus ÿ avoir glissement le long des parois du tube { en effet, 
s’il y avait glissement, pi deviendrait, en valeur absolue, inférieur à — ©; en 
même temps, Jà formule ( 148 ) donnerait pour iv(Il) une valeur négative qiie iiôus 
savons inacceptable. 

II est aisé d’cxplieüer davantage la condition limite que nous venons d'obtenir 
dans le cas où Ton suppose le lluidc soumis seulement aux actions capillaires et a 
la pesanteur. 

À l’intérieur du tube supposé illimité, V/ aura là même valeur tout le long 
d’une même parallèle à O z \ il en sera dé même de la partie V e qui provient dés 
actions capillaires ; dès lors, si l’on désigne par # l’angle qiie les génératrices du 
cylindre font avec l’horizon et par g l’accélération de la pesanteur, les égali¬ 
tés (ibi) et (i36) donneront 

__ P 


05o) 

Donc, tant que l’on aura 


mra K • 111 •' Hû 

K i = - g sin « + ■ - - . 

P pOi — «o) 


(.5.) 


(p^r s»n«+ 5i— 

2 \ / 


le fluide glissera sur la paroi solide; mais si l’on a 

(i5 1 bis) - R -t- <- G, 

2 \ Z |— Z Q J 

le fluide demeurera soudé à la paroi solide. 

Éludions donc maintenant le régime permanent qui s’établit dans le cas où le 
fluide demeure adhérent à la paroi solide. 

w(x y y) continuera à vérifier l’équation aux dérivées partielles (i32 bis) en 
tout point de la section droite < 7 ; mais, en tout point du contour L, on aura 

(i52) w(<v,y) = o. 

La détermination de w est alors ramenée à un problème connu qui n’admel 



: v 


HKCIIKIICÜKS SUR ' Sf/lî YI>f\0 II VN A M I (J Û K. 


•M) 


qu’une solution. 11 est aisé (le von cjitc ce lies o I ut î on est iïégnt î yè cil tout poin l 
de Paire ?\"cil cflcl, si elle était positive cii quelque partie de celte aire, elle 
admettrait une limite supérieure positive ■ cette limite «c pourrait être attciiUc le 
long de la ligne L où iv est liülj la fonction iV présenterait donc un ïnaxinunn :t 
Piiilérîciii' dç Paire cl -.nous à vous vil que ccïle hypothèse était incompatible 
aveôPéqiiàîioh L (ï3a bis), / 

La quantité que PcXpériihcnlàteur détermine, c’est la vitesse moyenne 


(i53) 


ü = i J}v(v,y) ih. 


Si Pon imiltiplid K? pW a et les dimensions de Paire ? par un rapportde simili¬ 
tude il est clair que les égalités (iSi bis) et (iSâ) deineureront vérifiées pourvu 
qiic Poii multiplié' \v{x, ÿ) par ; U sera multiplié pai* îâ ménic quantité} iious 

pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

% * * . .. ... . • . 

Pour un même liquide et pour des tubes de niènie substance ayant îles 

sections seinbiaùieSj la vitesse moyenne est’proportionnelle à ——— et ait 

: ' ■ .-.v- • *' C *1 C 0 ■ 

carré dès dimensions dè la section. 

C’est la loi découverte expérimentalement par Poiseuillc. 

Si le tube est à section circulaire* u>(;r, y) devient une simple fonction de / ; , 
donnée ènçore par Pégàlité (i4l>)) ;ota*s selon la condition (i 5a), cette fonction 
doit s’annuler polir/*= R, ce qui donné 

»’(>•) =^(r , -U s ) 


ou, plüs explicitement, en vertu de P égalité (iao), 


(i54) 


/ \ f^sina 

" v)= rJïr 


"h 




' -- lo —[ (/•» - II 8 ) 


C’est le résultat trouvé par Hagen, par Emile Mathieu, par M; Boussin'esq (voir, 
au dernier Chapitre, Pliistoriquc de celte question). 

L’analyse précédente s’accorde fort bien avec les faits d’cxpéricncc; elle est 
d’ailleurs complète si nous assimilons l’adhérence dti liquide nu solide à une con¬ 
dition de liaison. Mais, si nous.ne faisions pas celte assimilation, nous serions 
conduits à adjoindre aux conditions déjà invoquées la condition suivante, qui* 
entraînerait une impossibilité : # 

Pour que le lluidc adhère à la paroi du liibc, il ne suffit pas que la fonction iv 
vérifié la condition ( 102 ) en tous les points de la ligne L; il faut encore que le 
vecteur dôhl px, py, p z sont les composantes soit normal à la paroi du tube, ce 

d., ii. «) 



6o f*. DuiiÊii. 

qui, en vérin des égalités (i3/(), s’exprime par l’égalité 

(.55) 


dit» 

fA-r— == O 


Otii 

•* • 

vérifiée en tons les points de la ligne L. ; 

Si le fluide n’est pas un fluide parfait, |X est positif et l’égalité (ioo) dévient 


(»5o bis) 


diV 

O/ii 


o. 


Or, il est impossible que cette égalité soit vérifiée en loilt point de la ligne L, car 
on aurait 

"ûiv , r P ïd' w d'iv 





às* + d> 


•/* / 


(h ~ o, 


ce qui est incompatible avec l’égalité (i3à bis)\h moins que Ton ait 


(ioG) 


K 1 —o 


ou 


A 0 — Ai# 


Mais, dans ce cas, les conditions (i3a bis) et (i'5a) donnent, en lotit point, u» = o, 
ce qui ne saurait nous étonner, puisque la cbhdilîoii (ioG) est la condition d’équi¬ 
libre du fluide. 

Le problème de l’écoülcincnt permanent par filets parallèles nous montre donc 
qué l’on doit, sous peine de sé liciirtéi* à linë impossibilité, traiter l’adhcrcncc dit 
liquide à là'paroi solide comme «ne condition de liaison. 




§ 



ÏSQÜEUX COMPRIS ENTRE DEUX PLANS PARALLELES. 


Deux plans solides, z = oet z~ //, sont parallèles ci maintenus à une distance 
invariable l’un de l’autre; le premier est immobile, le second se ment parallè¬ 
lement à Q# avec Une vitesse uniforme U« Entre ces deux plans se trouve un 
liquide visqueux. On suppose que ce liquide soit parvenu à un régime permanent 
tel que tous les points matériels se meuvent parallèlement à .0# et l’on se propose 
d’étudier ce mouvement. 

Les égalités 


ip 


o. 


jointes à l’équation de continuité, exigent que // soit indépendant de x \ // est aussi 
indépendant de t } puisque le régime est permanent ; // ne peut donc dépendre que 
de y et de s; par raison de symétrie, il ne dépendra que de s. Les deux dernières 
équations (ioo) donnent 


ô\ 

ày 


O, 


0 A 

ôz 


o, 
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on sorte qiic A lie dépend c|ne de x. La première équation ( 100 ) devient 

<IA p </*// 


(Le p dz* 


" o, 


Kilo nous enseigne, en premici; lieu, que A est une fonction linéaire de ce, en 

sorte que ... 

</A = A'— A j 

dx x* — x 

* • . .■ _ ♦ * '• 

tëllc hotts enseigne, én second lieu j que u est une fonction du second degré dè z, 

en sorte que 

2 {J t(^ r - ; r) 2 ' +Ac+H ’ 

A et H étant deux constantes qui devront être déterminées par les conditions aux 
limites. 

Supposons, toijt d’abord^ que le fluide glissé sur les plans entre lesquels il est 
coôVprisJ soient iï 0 sa vitesse le long du plan z ‘= o et «j sa vitesse le long du 
plan z = h J 

Les conditions ( 80 ) se réduisent ici à 


K=(/+T^j)". l'orn- 

Px- (f + ~ Ü) ,)ol,|V 


z — o, 


C- — II. 


Mais nous avons, en Vertu des égalités (£ 7 ) de la I e Partie de ces Recherches, 


Px — 

du 

pour 

C* “ 0, 

Px = 

du 

pour 

• Z ” h • 


Nos conditions aux limites sont donc 

«5 


(>* 8 ) 


( /+ TS7t)" ,+ '‘3ï~ 0 

î(/+ T ü^rr)< u: -'''>+'‘£= < ’ 


pour 

r * — o, 

pour 

r* ~ //. 


Ces conditions détermineront les constantes A ci B de la formule ( 1 X 7 ). 

. Traitons le cas très simple où A est indépendant dé x. C'est ce qui arrive, par 
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• :jf\^ 
T» x5 

T 1, K 

<Y > ' 


raison de àvinétric, si les clenx plans sonl siippos^s hoH/ônlaux cl si les seules 
forces agissantes sont la pesanteur cl les actions capillaires. 

Là formule (iS^) se réduit alors a 

» 

1 

■ » • 

(107 bis) u — \ z + il 

et les conditions (108) deviennent 


( 108 bis) 


1 ( / + WÏ') B+ * tA '“ 0 ' 

1 % ' • 

(/ + 1» -.û- n. ) ( " u » 


Ces conditions nous cnsëigncnl que les trois quantités 

■./V. . * : A, H, U-AÀ-h 

sont de ïnéine signe, cartel © sônl négatifs, tandis qtic p. est positif; . 

* iVoiis pouvons toujours supposer que Ü soît : positif* Alors nous voyonssaiis 
peine que la condition précédcDlc exige que A et U soient positifs* Les cou-. 
ditions(i 58 bis) deviennent 


(> 5 g) 

Mlles donnent 

(160) 

cl, par conséquent 

(.Gi) 


.. 

/ H -{■ G -H [À A 

a n - 

-H) 4 -ë-hfiA 

A = 

2 «s + /ir 
. .— //(/ . 

B = 

&fi 4 - 4 ûÜ. 


__ (.2 6 -h'/U )3 — 6/1 — {À U 

U ~~~“ 2^-7 Tï~ 


Mais cette solution n’çst acceptable que-si les égalités (iocj) peuvent cire substi¬ 
tuées aux égalités (i 58 bis), ce qui exige que Ton ait 

H>o, U— A// — Û>o. 

Si Pon tient compte de la seconde égalité (160) et si Pon observe que, selon les 
mêmes égalités (iGo), 

U - A A - H ~ f Jl± Æ , . . . . 

- 2 fi —-/h * 


< 
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on voit que celle double inégalité équivaut à l’inégalité unique 
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(162) 

Si donc on a 
(iGà l/is) 


U> 


é/t 


iî 

U -> 

f* 


il est impossible d’admettre rjiie le fliiide glisse stir les deux plans entre lesquels 
il est contenu. On est obligé d^admeUre qu’il adhère à cc’s plans, ce qui donne 


a — o 
#i = Ü 


pour 

pour 


z _—.. o, 

Z = fl 


et, par conséquent, 


003 ) 


]\ z=z O, 


V - u 

A ~ 7 i* 


u 

u = — v, 

h 


Mais, ch oiitrcj si l’on n’assimilait pas à uiiê liaison l’âdhcrcncê du liquide au 
solide, on devrait avoir, pour 5 — 0 aussi bien que pour z ~ [i y p x ~ o, c’est- 

à-dire ^ = o, ce qui est impossible, car l’égalité (i<i 3 ) donne 

- (/V 

Oz h 

Nous rencontrerions donc ici une impossibilité semblable à celle qui nous a 
arrêtes au paragraphe précédent lorsque nous avons examiné les conséquences de 
la même hypothèse. 


§ 6, — Kl,UiOK COMIMUS KXTIU: DEUX CYLlNlMlRS UK RÉVOLUTION* l)K .MEMK AXE 

ET A MUÉ I)’UX MOUVEMENT UK ROTATION CM KO KM H AUTOUR IIK CET AXE. 

* 

* *• 

Nous allons examiner un dernier exemple, très simple, et dont rinlégralion petit 
être menée jusqu’au bout. 

Une surface cylindrique indéfinie C ô , de révolution autour de l’axe des z y 
enferme à son intérieur un Autre cylindre C,, également de révolution autour de 
l’axe des 5. Chacun des deux cylindres est homogène. I,c cylindrc,C 0 est immo¬ 
bile, tondis que le cylindre Ci est anime d’iiu mouvement de rotation uniforme 
autourde l’axe des ü t est la vitesse angulaire de ce mouvement. 

Entre les deux surfaces C 0 , C f se trouve un liquide visqueux. La position d’un 
point de ce liquide peut être repérée au moyen.des coordonnées rectangulaires a‘, 
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*>ï c * 011 bicii au moyeu do§ coordonnées cylmdriqucs /y 0, Le passage d^in sys- 
teinc de coordonnées » Pntitre est assuré par les formules 


(|ui don lient 




à 

* cr'rcos®» 

y=r 

rsU\0 f 

{ Or 
) Ov 

= cos 0, 

■ ^ 
Oy 

= $Ui0, 

j OO 

_ si il.® 

oo 

cos 0 

( O.v 

~~ /• 9 

Oy 

r 


Nous supposerons (pic la fonction potentielle Vj des 'actions extérieures et (pie là 
fonction potentielle V< des actions intérieures sont iihifornics dans tout lé fluide 
cl indépendantes de 0; c'est ce qui àliraliéu, en particulier, si Je fluide est soninis 
a la pesanteur, supposée parallèle à ô*, et aux actions capillaires. 

La pression II étant essentiellement Uhiforiùç, il en sera* de même de la quantité 


(îoi) 


A = “ + V.-+v c . 


* Il semble évident (pic le iiiouvcnicnt d'iin pareil iiuidé tendra vers un régime 
permanent dans lequel chaque élément fluide sera animé (Prtn mouvement de 
rotation uniforme autour de Os; en outre, la vitesse 0 de ce mouvement sera 
indépendante de 0 êt de 'a. 

Ktûdions ce régime permanent. 

Nous aurons, en ce régime, 


( k <55 ) u~ — O si ii 0, i^ftcosi, 

Les égalités (i64) et (i65) donnent 




(»G6) 


du /0 dB\ . , 

= (7 ln0cosfJ > 


Ou 

ôÿ 

\ dr 
à.v 

ôv 

Oy 


e • t/e j- 

— — cos *0 -j-- si» 1 #, 

0 • f/0 ,, 

— SI» 1 # H—j— cos 1 0, 
r tir 


\r dr) 
L'équation de continuité, réduite a 


sinOcostf. 


du (Jv 
d,v dy 


o, 


est vérifiée (Pelle-même. 
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f,cs égalités (jG/{) ci (iOG) donnent sans peine 


C'G?) 


ù*m ' d'u 
dÂ' + ôy- 

d* i» O 1 1» 

+ Jp 


(d '6 i d 6 

\<// ’ /• <//• 

f<l ‘6 i r/0 

\ r// ‘ + r dr 


- ®)'sli«0, 

— cos 6 . 


I.cs egaliuSs (164) donnent aussi 


(* 08 ) 


OA 

à.v 

ÛA 

Ar 


dA r , 1 OA . •» 

COS J : ^ SU! vj 


J/ 


r OO 


ù\ . > I dÀ -• 

- -r— SM v -cy-COS#. 

or r 00 


0* 


Kiifiii ^accélération de chaque clément lliiîde à poiir grandeur — et sa direction 
est opposée à celle dû rajo» vccictir /*; on a donc 


0 ^ 9 ) 


7*~ — y cos0, 

y r r~r— — SU) fl, 

7*=°- 


fies équations (ioo 6/s) deviennent donc 


cos fl 


i ^ 

r dfl 


si 11fl 


(170) 


dA 

d/* 

dA « r 1 dA ,, 

-r~ SI 1)0 -t- » -CTT cosfl 

d/* /* dA 


0* M / do ! dO 

— cosfl-f-- -r-î ■+-- hr 

/• p \dr* /• dr 

0 * . A u /d*0 1 dO Ô\ 

r p \dr* /* d/* /-/ 


77) si»/; 


O, 


-- ] cosfl = o, 


dA 

d 3 


” O. 


Ï4CS deux premières égalités (170) donnent sans peine 


070 


(i?^) 


dA __ 0 * __ 
Or r ~ 1 


1 ^ t 1 /*'* 0 1 

r 00 (j \ dr* ^ r dr r*/ °* 


Au premier membre de l'égalité (172), le second terme est indépendant de 0 ; 
A ne pourrait donc dépendre de 0 que s’il en était fonction linéaire; mais alors A 
ne pourrait pas être, comme il le doit, fonction uniforme de x cl dej'; A est 



Oü (*. düiifmV 

donc.ihdépcndanl de 0 . L’équation (172) se réduit à 


(‘ 73 ) 


d i b 1 <iq e 

dr x ^ r dr /•* 


o, 


làtidis cjiic Péqufttion (i71) devient 


(171 bis) 


dr r 


L'équation d i /lé ici » 1 ié 11 é ( ) à déjà été rencontrée, clatis la quesiioh qui 

nous occupe, par M/Max Margiilcs (*) cl par Ah N. Petroff ( 2 ). 

L’intégrale générale de cette éqüàlibn est 


0 *1) 


e-- + iiA; 

r 


A et B étant deux constantes* .\ 

Les égalités (tGG) deviennent, moyennant cette égalité (t y i), 

On. 2 \ : . 


<•76) 


O.v 


Ou __ 

À 

dr “ 

* 

— * 

r* 

ûv _ 

A 


Ov 

àf 


— ~ si n 4 cos 4 . 


ci 


Nous aurons, d’ailleurs, 


t'x 


f Ou 0 (Ou de VI 

= c[« S + | 3{^ + E )| 
, r (Ou 0v\ 

* h2 


r.v = i J - 

P z — O 


0 v( 

<b\ 


(*) Max Mahoi i.iis, Ucbcr die Hcstininiûng der fleibu/igs- und Glcilungscocf/icienten 

. ’ . _ • « * 

wwf ebenen Hcwegungcn cincr Flussigkcit {Sitzungsbcrichtc der Akadcmie der \Vi$- 
senschaften su U r ien> IM. fjXXXfff, Abtlt. II, i8$i, (». 12). 

(*) N. Pktiiofk, Nette Théorie der Iteibung. Hambourg et Leipzig, 1887, j>* 
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ou bien, en vertu des égalités (17S), 
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(17O) 


p x =: -yÿ- [asîiiflcostfa -f- (sill*# — COS^Jp], 
p y — [asinOcos^ 4 - (sin 2 # — cos 2 0)c<], 


Pz = o. 


Si nous désignons par 7 la projection du vcctbur (p X} p x \p z ) sur la direction de 
la vitesse 0, iiôiis avons 

7 " — p x sin0 -bpyCOsQ 
oii) en vertu des égalités (176), 


077 ) 


q= [— 2 sin 0 eos 0 (( 3 cos 0 4 -<zsin 0 ) 

4* (sin* 0 — cos t 0 )(à cos 0 — p sin 0 )] 


Eii un point du cylindre C 0 , dont R ô est le rayon, on a 


(178) 


/• = li 0 » a — — cosO, p = — siiiO É 

2UÀ 


Eii un point du cylindre Ci y dont II j est le rayon, on a 

r = lt f , «'=cos 0 , (3 = sin 0 , 

O II À 

(1786/5) * 


2UÀ 

' 7 , = - Tir 


Supposons d’abord cpic le liquide glisse sur cliacun des deux cylindres que, 
pour simplifier, nous supposerons de môme nature. 

Le cylindre C 0 est immobile; la vitesse relative du fluide pur rapport à cette 
paroi se réduit à 

O79) 0 o= jy 


0 O = £ + HH#. 


On aura donc, en vertu de l’égalité (178), en tout point du cylindre G 0 , 


(180) 


*r=- ( /+ m) (è +im 0 


La vitesse avec laquelle tourne un point de la surface C| est 0,ll|. La vitesse 

D., II. «o 
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relative (Iti fluide par rapport au solide est 


(179 Ws) 


e,~ûin,=.g-+-(B-fli 1 )n t . 


On doit donc avoir, en vertu de l’égalité (178 (fis), en tout point du cylindre C, , 

(,8o4,>) w = - (/->' ia,n* h,|) | K. + "H■ 

Les égalités (180) et (180 bis) uôus enseignent que les deux quàiitués 0 ô et 
(Q l Ki-Ôi) sont toutes deux de même signe ct qùë ce signe est le signé de A. 

Supposons que ce signe soit lé signe -(-• Les égalités (180).et (i8ô bis) donneront 
les deux égalités 


(«Si) 


w 

=5-P 
> 

Il ' 

1 

. X 

(1 * 

. 1 

2/i À _ 

1-1 

••HS. 

1 

ÏO 

N*» 

î 

■B)».] 


4 


- 6 , 


qui déterminent A et B ét donnent, en particulier, 


(.&) 


, _ [(6 l /.Q.nOB,-! 6H.1UÎK* 


Le dénominateur de celte expression est assurément positif, car 011 a 

P >o, /< o, R 0 > H|. 

* 

Mais l’usage des égalités (181) et (1S2) 11’est légitime que si l’on a les inégalités 

- A > o, . 0 O > o, 12 , 11 ,'— O, > o 

qui, en vertu de l’inégalité /< o et des égalités (181), exigent que l’on ait les 
inégalités 


A >o, 


2 ( X \ 

TÏT 


-t- é > o, 


2pA 

«î 


-t- <é> > o. 


De ces trois inégalités, la seconde, en vertu des conditions ©< o, ll 0 > H,, 
entraîne les deux autres; d’ailleurs, en vertu de l’égalité (182), cette seconde 
condition devient 


ou bien 
(. 83 ) 


- II* )(2,U -/II,) - 2 /X/Î 2 , II» > o - 
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% 


Si, dans les conditions (180) et (180 6 is) y nous avions supposé que le signe 
commun de À, de 0 O et de (Q|R| — 0 t ) fût le signe —, nous aurions obtenu, 
pour déterminer À et B, les conditions 


(181 bis) 


2 fi A 

~w~ 

2 fl A _ 
HJ ~ 


/(A + hh 0 ) + € , 
/[A_(ft,__ H) R, J + 6 


Mais, pour que l'usage de ces deux inégalités fût légitime, il faudrait que l’on ciU 


(t 83 'bis) 

Lors donc que Von a 




/ o/v 6 RJ-R?,! \ < n < ^ -RJ'-RÎ, /*!> \ 

(,8/,) ~7^f —rï-- (2 P-/R‘) /R,) ’ 

le liquide ne peut glisser sur les deux cylindres G 0 > C| ; il adhère au moins à 
Vùn d*entre eux . . 

La condition (i8/f) étant vérifiée, peut-il arriver que le fluide adhère an cy¬ 
lindre Gj et glisse sur le cylindre C 0 ? 

L'égalité (179 bis)'nous donnerait alors là première relation 


(. 85 ) 


H. 


+ BR,+ fi|Ri, 


à laquelle il faudrait continuer de joindre la relation 


( 180 ) 


Hîr=-( /+ to) (k r ""•} 


Comme y* et © sont tous deux négatifs, cette égalité (180) montre que A cl 

0 O = A 4- BR 0 sont de même signe. Supposons d’abord que ces quantités soient 
Ho 

positives. Alors, à l’équation (r8o), nous pourrons substituer l’équation 


(. 86 ) 


2 fl A 

“RT 




Les égalités (i 85 ) cl (18G) déterminent À cl 11 ; elles donnent, en particulier, 


O87) 


(6 4-/« i K.)KÎRÏ 
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Mais celle 'solution -n’est acceptable que si elle donne pour A cl pour 

•A .. ■•••. ; Y % • ■ -à" ii -Y.. .. ... 

9 0 — -{- BRo des valeurs j)osilives; or, selon Légalité (180), ellè'donnc à 0 O le 

Ro 

môme signe c|ia’Â + ©-et, comme © csl négatif, celle dernière quantité ne 

"o . 

peut être positive que si A esl positif. Donc, pour que la précédente solution soil 
acceptable, il faut cl il suffit qu'elle vérifie la condition 


(« 88 ) 


auA 

-g r + e>o. 


En vertù dé l'expression (187) de A, expression dont le dénominateur est essen¬ 
tiellement positif, celle inégalité devient 

-/f^i«î^6(H2~UÎ))>o, 

ou bien, puisque/est essentiellement négatif, 


(>89) 


«i> 


6 (i^-~ un 

âfxltj 


Si nous avions supposé que le signe commun de A eide 0 O fftt le signe —, nous 
aurions obtenu, pour déterminer A et B, les équations 


(iS 5 ) 


(186 bis) 


A 

U, 


2/LlÀ 2. 


-f- BKj=Ü, Rj, 




«ï 


Mais, pour que celle solution fut valable, il faillirait que l’on eût 


(189 bis) 


n . ^(WJ- HÏ) 


^ |p._|p 

La quantité ~ étant assurément positiv 

J *'1 


e, 011 a 


, x 6 RJ— H], Vl , w £(UJ — R*) 


■'■Vf «ï 


2p 


O11 peut donc trouver des valeurs de Q, qui vérifient à la fois la condition (i'84)el 
l’une des conditions (189) ou (189 bis). 

Lors donc que l'on a ou bien 


(10O 


6 (K*-K‘) . ~ . 6 H* 


,«»î 


< fi, < 


2 f*/ 


p_iU( 2{ ,„ /Ul ) 
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ou bien 


(191 bis) 


<ô - R* 


V J f H? 


5-^(2,*-/»,) < »Q, < ^ 


6(R*- KJ) 


2 ( W.|i* 


le liquide ne peut glisser à la fois sut' les deux cylindres C 0 , Ci ; mais il peut 
adhérer au cylindre Cj et glisser sur le cylindre Co- Ait contraire, ce régime 
est impossible si l'on a là condition 


(*9 2 ) 


*(Kj-RÎ) < o < 

^ - 


- ■<!) 


qui entraîne la condition (184). 


La condition ( 1 84 ) étant vérifiée, peut-il arriver que le liquide glisse sur le 
cjlindre C, et adhère au cylindre C 0 ? 

Les éqùations cjiil doivent déterminer A et B sorti alors 


(* 93 ) 


- o, 


(l8oWs) = - [/+jont—TôTr] _ t - '"*')• 

En raisonnant connue dans le cas précédent, nous trouverons (pie, pour que ces 
conditions délerinincnt dés Valeurs acceptables de A et de lî, il faut cl il suffit (pie 
F011 ait ou bien 


(*9-1) 


ou bien 


(194 bis) 


6(r;-hî) 

2^0 


o _ €*(U 3 — Hf) 

- 2,< “ïpr;~ 


D’ailleurs, on a 


(>95) 


<&(ii;— u»> 
«l*Ro. 


<3(Hg— H?) 
3 // K« 


cl, a fortiori, scion l’inégalité (1 go), 


(* 90 ) 


* llg—11? 

2fAu; , < a gf \\] (afx 


Les conditions (194) et (i {)4 bis) sont donc compatibles avec la condition ‘(i 8 <f), 
cl nous pouvons éuonccr les propositions suivantes ; 
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Lorsque l'on a où bien 


('97) 
ou bien 
('97 bis) 


é{l\l~l\\) Q ^ e HJ Hî 

ufxK* “ ' 




6 U ’° U ‘ ( a fl -/ ii, ) < fi, < R * J * \ , 


«? 


2ffc HJ 


/e liquide peut adhérer au cylindre G 0 et glisser sur le cylindre C t ; lorsque 
l'on a, du contraire, 


(»9 8 ) 


fe(HJ-HÎ) < à < _ 6(HJ- HJ) 


2jxK 


2 f*HJ 


/t? liquide adhère forcément aux deux cylindres. 

• ; . 

Dans ce dernier cas, les constantes A et B sont déterminées par les inégalités 


(«99) 


H, 


-t- BR, —iîjR,, 


îP + BRo — o, 
“0 


En résumé, lorsque l'on a 
(200) 


lo , , 6 HJ — HJ . ' „ , 

HJ ^ R,) ’ 


le liquide glisse sur les deux cylindres. 
Lorsque Von a 


(201) 


Itî) ^ | o, [ < ^ fto rcj /Ri) 

2fJtRJ 1 / RJ ( ^ /K|,f 


/e liquide est susceptible de deux régimes permanents distincts; en Vun des 
régimes, il adhère au cylindre G| et glisse sur le cylindre C 0> * en Vautre, il 
adhère au cylindre G 0 et glisse sur le cylindre G|. 

Lorsque Von a 


(202) 


6(R’~Rn _ tfÇRg—Rg) 


2 ^R l 


2 pli] 


le liquidé adhère au cylindre C 0 et glisse sur le cylindre G, 
Enfin, lorsque Von a . 


( 203 ) 


l p -'l S - ^ÎtïïP’ 


le liquide adhère aux deux cylindres G 0 , G,. 
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Dans loùs les Cas que nous vcnotis de traiter; si l’ori ne regardait pas l’adhé- 
rcncc du fluide à l’un desdeux: cylindres coinmc constituant une nouvelle condi¬ 
tion de liaison, on devrait écrire que le vecteur (/^, est normal à la sur¬ 

face d’adhérence. Dans le cas où cette surface est le cylindre C 0 , on trouverait 
ainsi l’équation 


et l’équation 


2ÛÀ 

u; ”°' 


2fXÀ 

~w 


= O 


dans le cas où la surface d’adhérence est le cylindre G|. L’une et l’autre de ces 
équations exigeraient qué l’on eut 

À = o, 

résultat incompatible avec les solutions précédentes. 




CHAPITRE IV. 


LA CONDITION AUX LIMITES SUPPLÉMENTAIRE. 


§ A. — Des dégagements de chaleur Au sein d’un SYSTEME 

DONT DIVERSES PARTIES FROTTENT LES UNES SUR LES AUTRES. 

Au Chapitre précédent nous avons étudié exclusivement certains mouvements 
en lesquels Un régime permanent est établi; en ces mouvements, la température 
est, à la fois, uniforme et constante, en sorte qu’il est inutile de la faire figurer 
dans les équations. 

En général, il n’en est plus ainsi, et la mise en équations du mouvement du 
système* où la température varie d’un point a Pautre et d’un instant à l’autre, 
n’est plus entièrement donnée parles principes posés au Chapitre IL II convient 
d’y joindre une relation, vérifiée en tout point de la surface par laquelle deux 
corps frottent l’un sur l’autre, et que nous allons établir. 

Les raisonnements que nous allons développer reposent tous sur une défini¬ 
tion fondamentale que nous avons donnée autrefois (*) et que nous rappellerons 
tout d’abord. 


( 1 ) Théorie thermodynamique de la viscosité, du frottement et des faux équilibres 
chimiques, Chap. VI, § 2 (Mémoire de la Société des Sciences physiques et naturelles de 
Bordeaux , 5* série, t. Il, 1896 , cl Paris, À. Hermann, 189 G). 


!>. nUUEM. 


1 f \ . 

Considérons un corps qui présente, avec les corps voisins* des liaisons bilaté¬ 


rales, accompagnées de-viscosité et de frottement; imaginons que ce corps 
éprouve une modification réelle oit virtuelle; soient : 


8Ui là variation que subit son énergie inlerhc; 

(lG e i le travail virtuel des actions extérieures qui lui sont appliquées; 
d&j\ le travail virtuel des forcés d’inertie; 

d&n le travail des actions fictives de liaison, définies à la manière de Lagrange, 
qui s’exercent â sa surface. 

La quantité de chaleur r/Q f que dégage le corps considéré est définie par V égalité 


(20/1) Kf/Q,——L oU| -4- d(z e \ -f* d(Bji -f- 

Supposons que nous ayons affaire à une masse Hiiide i, limitée, d’une pari, par 
une surface s, le long de laquelle elle est soudée âlix corps voisins, fluides où 
solides, et, d’autre pari* par une surface S le long de laquelle elle glisse, avec 
viscosilé-et frottement, sur uh autre corps 2. 

Selon ce que nous avons vu au Chapitre II, lés actions de liaison qui doivent 
figurer dans le calcul de d&i se composent * 

i° D’une pression, de composantes tz X} xa yj ns Z} appliquée eh chaque point de 
la surface 5, ; 

2 0 D’une pression gj, normale à la surface S et dirigée vers l’intériciir dii 

s . s 

fluide 1, appliquée en chaque point de la surface S. 

Si, comme rions l’avons fait au Chapitre 11 , nous désignons par N la normale â 
la surface S dirigée de 1 vers 2, nous aurons 


(20S) dG ti =— ^gj[cos(N, cos(N, y) d/i-H cos(N, s)<Î3,]</S 

j*(js x 4- g y y d/t ~h tu z ) ds x . 


Le milieu auquel le corps 1 est soudé le long de la surface s, peut être fluide; 
cjy, T 3 Z sont alors donnés par les équations (71); il peut être solide; rv X ) rs yi 
jj} z sont alors donnés par les équations (87), qui ont même forme que les éga¬ 
lités (71). En toutes circonstances, l’égalité (2o5) peut s’écrire 


(206) d& n = — J* gt[cos(N, æ) cos(N, y)êy, 4- cos(N, s)ds,] rfS 

>- / tp^ toi 4- Py I fyi 4- pzi ) ds x 

J' H|[C0S(/i/, Oc)àcc t 4 -C 0 S(/l/, y)'îyi4~C0S(/lf, *)ês,] ds lf 
m étant la normale â la surface s x , vers l’intérieur du corps 1. 


4 

4* 
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.. Hion h’cmpéche de sûppôscr qûe le milieu auquel le fluide i est soudé le long 
dé la surface i| ne soit la continuation du fluide i lui-méme; la surface Si sera 
une surface quelconque iràcéé à l’intérieur du fluide i . 

Soient). une quantité constamment positive, variable d’une manière continue 
lé long de la surfaée S, donnée une fois pour toutes, et £ une quantité positive 
infiniment petite* la inèinc en tout point de S. Par chaque point M de S élevons; 
vers l’intérieur du fluide ï, Une normale M/U j de longueur S '= e)%. Prenons lé lieu 
du point th\ pour surface s { > 

Si nous considérons lé point M et le point correspondant m,, nous pourrons 
écrire tes égalités 

dsi ~ f/S, 

8à>\ (/W|) = ox t (SI,), = d«i(ni,) = ds|(M|) 9 

cds(Â/ 9 a?)'=='cos(N* â?) f cos(/i/i y) r= cos(N, ÿ), cos(/<,*, *)==cos(K, «)♦ 

En chacune de ces égalités sont négligées des quantités de l’ordre du produit 
de è par la grandeur écrite en Ptin ou l’autre membre. 

Lors donc que e tend vers o, d&i à poiir liitiitc 

<ls,r-j\ [/>xi + (H, — ra) cos(W, a?)] or, 

■+[/»j-i+.(H| — ra)c°s(N, 

+ [Pz\ 4-( n , — gt) cos(N, z)]<îs,jrfS. 


Si nous tenons compte des égalités (S16) et (87) et si nous observons que, dans 
ces égalités, 

.cos(/î t j &) = — cos(N, iv ) 9 cos(/j,, y)z-— cos(N, y), cos(/i, z)-~- cos(N, z) t 


nous trouvons que à pour limite, lorsque e tend Vers o, 

(207) d& h — — f |(/+ p|^[(«| — «,)&*?,+ (t>,— «>,) d>*| -1- («>,— (!>, )rÎ5,]|rfS. 


D’autre pari, lorsque e tend vers o, chacune des quantités SU, d(h e ^ d&i qui 
figurent dans l’égalité (ao4) tend vers o comme les produits sS#i, eSj',, s S 5,. 
D’où la conclusion suivante : 

: En un fluide, on considère une couche infiniment mince qui confine à une 
partie de la surface limite; on suppose que, le long de cette surface , le fluide 
glisse avec viscosité et frottement sur les corps voisins. Lorsque Eépaisseur 
de cette couche tend vers o, la quantité de chaleur qu*elle dégage en une 
modification virtuelle quelconque ne tend pas en général vers o; cette quan- 

D., IL 1 1 
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P. PUIIKM. 


(20S) (IQt~ — «•,)ds,i|rfS. 


Par défia itklv, celte quantité est /«qi/axtité de chaleur dégagée par la 

VISCOSITÉ ET LE FUÔTTKMKÂ'T ES LA PARTIE S DE LA SURFACÜ LIMITE DU FLUIDE I* 

La formule (208), qîic noiis venons d’obtenir en supposant que lê corps i soit 
un (laide, est un cas particiilièr d\ihe foinnilc plus générale, iridépendanté de la 
nature du corps 1: Pour établir celte formule générale* nous imposerons aux 
indices 1 et 2 une permuiâtiôn <jui lions sera commode dans là suite. Nous dési¬ 
gnerons par 2 le corps dont nous étudions le dégagciùent de chaleur par I le 
corps sur lequel il glisse le long de là surface S, pàr s 2 la surface qui le soude à 
d'autres corps. clQ 2 sera donnée par Légalité 

(2Ô/| bis) Iw/Qî~—■ L ^Ùj 4- 

D’autre part, lés éipialions du inmivéïnênl de ce corps 2 sont données par les 
principes généraux que nous ayons posés ailleurs (*). 

Soient : 

8 r £>-la variation virtuelle du potentiel interne prise eri supposant toiilës lés 
températures invariables; 

d 0> ¥2 le travail virtuel de la viscosité interne du corps 2> supposé dépourvu de 
frottement interne; 

d & iv2 Je travail virtuel des viscosités de contact qui agissent lé long de la surface 
terminale; 

d&ty2 le travail virtuel des frottements de contact le long de la môme surface. 

Les équations du mouvement du corps 2 sont condensées dans la formule 

+ * 

(209) dis * t } -t- — Qi'Jî “t“ di&ji -f- d& ¥i -h d ($ ïV j 4 - d(£ÿi ~^z o. 

Comparée à Légalité (204 bis), celle égalité (209) donne 


(210) lw/0,=rr KdUj— dG ¥ï — rfé l4 .i— dtstyf. 

Supposons que le corps 2 se réduise 6 une couche infiniment mince, d’épaisseur 8, 
qui confine A la surface S; les quantités 8 r J 2 , 80 *, c/G ¥2 tendront vers zéro avec é; 


(i) Théorie thermodynamique de la viscositéj du frottement et des faux équilibres 
chimiques, Chapitre VI, § I, équations ( 223 ) (Mémoires de ta Société des Sciences phy¬ 
siques et naturelles de Mord eaux, 5 e série, l. II, 1896 ci Paris, A f IJermann, 189G). 
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comme le long de la surface le corps 2 est soudé aux corps voisins, il n’y a le 
long de cette surface ni frottement de contact, ni viscosité de contact; 
(rf6 rt . 2 H- est'donc le travail virtuel des viscosités et frottements de contact 
qui agissent le long de la surface S; cette somme est indépendante de e; en sorte 
que lorsque e tend vers o, dQ 2 a pour limite ' 

Ç*if) — y (d&ivi d&tyi). 


Èn un corps quelconque, on considère une couche infiniment mince qui 
confine à la surface limite; on suppose que, le long de celle surface, le corps 
glisse avec viscosité et frottement sur les corps voisins . Lorsque l'épaisseur 
de celle touche tend vers o, la quantité de chaleur qu'elle dégage ne tend 
pas vers à\ elle a pour limite le quotient par Véquivalent mécanique de là 
chaleur du travail virtuel changé de signe du frottement de contact et de la 
viscosité de contact qui s'exercent sur le corps considéré, le long de la sur¬ 
face considérée . 

Les développements donnés aii Chapitre II nous montrent que si le corps i est 
un llilide OU un solide isotrope, la valeur limite de r/Q 2 est 


(208 Ois) dQ 2 


-if\0 


6 




;V(«. 




c»,) ri v„ -4- tti'* 

* »/ -j î * \ > 




§2* — La CONDITION SUPPLÉMBATAMÊ EA UAE SURFACE LE I.OAG DK LAQUELLE 

, DEUX CORPS GLISSEAT l’uA SUR l’aüTRE. 


Soit S une aire finie quelconque découpée en la surface par laquelle deux corps 
confinent Lun a l’autre et glissent Lun sur Laulrc. À partir de cette aire, traçons, 
au sein des deux corps, les surfaces s*, a 3 , infiniment voisines de S, qui ont été 
considérées au paragraphe précédent. 

Dans le temps dt } la masse matérielle comprise entre les surfaces s t , s 2 et 
formée des couches 1 et 2 dégage réellement une quantité de chaleur d Q dont la 
théorie de la conductibilité fournit l'expression : 
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étant le coefficient de conductibilité du corps 1, Â‘ 2 le coefficient de conducti- 
■ • 

bilité du corps 2, la normale n; étant menée vers l’intérieur du corps 1 le long 
de la surface s ,, et vers l’intérieur du corps 2 le long de la surface s 2 . 
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Lorsque t tend vers o, celle quantité de chaleur a pour limite 
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MaîsccÜc liinitè peut s’obtenir d’ùiic autrè manière; V/Q est égal, cri clïct, à la 
somme (</Qi -hWQ a ) des quantilès cle clialcûr'rèëllemcni dégagées, dans*lé 
temps di, par lés couches 1 et 2 ) ci les valeurs limites de </Qt et f/Qa se tirent 
des égalités (208) cl (208 bis) en y faisant . ; ..0- /. .-* 


àiV t =iü t dt, Vidl,. . v 

’d&t = u t dty '■ * df 2 :==- Vi dty' dç 2 = Widt;~ ' 
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ce qui nous donne pour valeur déiaqûà/ititédechdleur 'réellement'dêgUgèè', 
dans le temps clt, enU/ïeportion quelconque de la surface'par laquelle deux' 
corps glissent Vun sitr Vautré,la valeur essentiellement positive v " "’ A 

( 2 l 3 ) dQ=— ^ J jvT]J [(" 1 )*HhX if 1 — V*) 1 -1- (— 

= -^ /(A'M-OMMS. ••'.y 

3 . . . 0 

Les secondsmembres des égalités (212) et (2i 3 ) doivent être égaux entre eux, 
quelle que soit l’aire S. découpée sur la siirface.de contact des deux corps; poUr- 
cela, il faut et il suffit<yà£ 1*0/1 ait, en tout point de la surface le long de laquelle 
deux corps glissent Vun sur Vautre, et à tout instant, là * relation 

(21/O A', x k * (f^), — È(f + j^])K“• ~ “ï)*+ 0 ’»—»'i)* + (ivi — V,)*J -o 

qui peut aussi s’écrire, en désignant par n l} /i a , les deux demi-norinalcs à la sur¬ 
lace S dirigées rime vers ^intérieur du corps 1, . l'autre yers l'intérieur du 
COrpS 2, ' ■ . : . . 

(214 bis) A, +a *^Î;-~ë(^ + [7q)U“'"~+ y») 1 + (•*'.— »v0*]= o- 

Dans le cas où les corps 1 et 2 sont soudés entre eux le long de la surface S, 
ou doit, comme nous le savons, faire 
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V égalité ( 21 3) devient alors 

(ai5) • • 

et légalité ('fy/ibis) sç rcdmi à ^ . . 

* t -, r\ . 

(ai6) 
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-Dans le cas ou les deux cOrps cri contact glissent lViri;sïir l’autre avec viscosité, 
niais saris; frottement^ nos diverses égalités prennent des formes que l’on obtient 
aisément çii y .faisant © 5= 0. Ces formes.ont été données par G* Kirchlioff (*). 
Il importait de les étendre au.cas ou il y a frottement et de les déduire rigqurcu- 
seqtcnt de. nos définitions générales de la quantité de chaleur dégagée par un 
système. . ... .... 


CHAPITRE V. 


ÉTUDE HISTORIQUE SUR LES*' CONDITIONS VÉRIFIÉES AUX LIMITÉS 

D'UN FLUIDE. . 


Les lois de la résistance qu’iiti .fluide opposé au mouvement dés solides qui y 
sont immergés, qu'il éprouvé de la part des parois solides au long desquelles il 
coule avaient, dé bonne heure, préoccupé les physiciens, sans que ceux-ci s’accor- 
dassciit dans leurs Opiüiàus; Newtôu, Daniel Bernoulli, s’Gravesande, Clicziy, 
l’abbé Bossut, Du Buat, avaient proposé, pour représenter ces lois, les formulés 
les plus’diverscs (*). 

Parmi ces physiciens, il en est un dont les recherches méritent d’arrêter un 
instant notre attention : c’est Du Buat ( 3 ). 

Les expériences de Du Buat sur l’écoulement de l’eau dans les tuyaux l’amènent 
à supposer qu’une couche d’eau demeure adhérente à la paroi solide cl 11c prend 


• p . 

(*) G* Kuicuiioff, Vorlesungen iiber die Théorie cler Warme, herausgegeben von 
D r Max Piaxck, XP e :Vorlcsung, § 4 ; Leipzig, 189$. 

(*) On trouvera d’intéressants renseignements sur ces anciennes recherches dans le Mé-^ 
moire de Girard sur le Mouvement des fluides dans les tabes capillaires, Mémoire qui sera 
cité plus loin. 

(*) Du Buat, Principes d* Hydraulique, vérifiés par un grand nombre d*cxpériences 
faites par ordre du Gouvernement, 2 vol. (i r * édition, Paris, 1779. — 2* édition, Paris, 
1786), 
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aucune part nu mouvement qui entraîne Je reste du fluide (*)(/oc* çii., a* édition, 
t. I, p. q 3 ). De mèmè, lorsqïiSiti èoi'ps solide se meut dans Un fluide, il entraîne 
<c avec lui une certaine quantité du môme fluide qui varie peu Avec la différence 
des vitcâscs; de sorte que la masse en mouvement ne consiste pas seulement en 
Ja masse propre du corps, mais encore en celle du fluide entraîné, cb qui convient 
très bien;avec ce que nous avons appelé poupe et proue jlitide » (Joe, cit.; 
t* II, III e Partie, Section I, Gîiap. Vil, p. a 34 ). L’étude de cet entraînement du 
fluide par tin solide en mouvement apparaît «V Du Biiàt comme iiri objet d’une 
extrême importance î « Il n’est pas de moyen plus propre, dit-il ( loc . cil* } t. Il, 
p. 229) pour déterminer la quantité du fluide qü’critraînc avec lui Un corps plongé 
que de faire osciller lé corps dans Je fluide..>. Oh connaît les expériences dé New¬ 
ton sur les oscillations des globes dans différents fluides f comme il travail pour 
objet que de déterminer directement la résistance il ne s’attacha qu’aux pertes 
des amplitudes, sans observer la durée des oscillations. » 

De quelle manière devons-nous concevoir cet entraînement? Lé fluide se sépare- 
t-il, par une surface précise, en deux parties, l’une qui, pour ainsi dire, perdrait 
sa fluidité cl ferait corps avec Je solide ; l’autrcj demeurée fluide et glissant sur Ja 
première comme glissait là masse fluide entière A la surface du solide, selon l’hypo-; 
thèse admise avant Du Buat? Ou bien, au contraire; la vitesse du fluide, identique 
à celle du solide le long de leur commune frontière, varie-t-elle d’une manière 
continue lorsqu'on s’éloigne de cette surface? 

Si l’on s 1 en tenait seulement aiix passages que nous avons cités, on attribuerait 
sans doute à Du Buat la première opinion ; inai§ il est moins aisé de là concilier 
avec d'autres passages de ses Principes cVHydraulique* 

La masse meme, qu’il attribue au fluide entraîné, semble peu compatible avec 
l’hypothèse que les mouvements do cette masse sont rigoureusement solidaires 
des oscillations dii solide. « On voit, dit-il (/oc* cil*; t. ff,-UP Partie, Section I, 
Chap. VU), qii’cn général, un globe, mit dans l’eau, entraîne avec lui, tant en 
avant que derrière, une portion du fluide dont le volume excède un peu la moitié 
du sien. » 


(*) Cette supposition s’était déjà présentée incidemment à l’esprit de Daniel Bernoulli, 
comme propre à oxpliqiicrlcs divergences entre les principes de l'Hydraulique et les données 
de l’observation. « i\on dubito, écrit—il (**), quin hæc ad amiissim cxpcrieiitîœ essent res- 
ponsura, si modo ndhæsio aquæ ad latcra tubi motum non retardarct ; puto tamen, eventum 
experimentoruin talein esse posse, ut intelligent!, qui horum impedimentorum rationem 
habeat, salis oslendant propositioniim veritatem. » fil pins loin ( ft ) : Hnorines bas differen- 
tiasmaxima ex partie adhæsioni aquæ ad làtera tubi tribuo, qiiæcertc ndhæsio in htijusmodi 
casibus incredibilem cxcrccrc potest cffcctuin. » 

t*) Danielis Reunoulli, Ifydrodynamica, Seclio terlia, | 27, p. %o. — Argentorati, anno MDCCXXXVlif» 

(*) fbidi, ad. | 27, p. $ 9 . 
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Coulomb (*)semblait ignorant ou insoucieux des*'.recherches de Du Buat; 
lorsque, à l’inutalion de Ncu'toii, il entreprit de déterminer, par des recherches 

précises, la loi de la résistance qui s'opjiosc au mouvement relatif 
d’un solide et d’un fluide. Il fit osciller lentement dans un fluide un disque ou un 
cylindre suspendu à uù fil de ibrsîou él scs recherches le conduisirent au résultat 
suivant : La résistance qui s’oppose au mouvement relatif d’un solide et d’un 
fluide est la somme de deux termes J l’un de ces termes est proportionnel à la vi¬ 
tesse relative du solide et du fluide et l’autre au carré de cette même vitesse. 

Celte loi, Coulomb ne là considère hiillcincnt coiiinie un principe premier, 
expression immédiate de rapports qui existent entre le solide et le fluide le long 
de leur commune surface \ il là regarde conimé une conséquence du moiivèmcnt 
engendré dans le fluide. Quant aux rapports qui s’établissent entre le solide et lè 
fluide le long de leurs surfaces de contact, voici ce qu’il ch dît (loc. cil., p. 29G) : 
« On peut soupçonner que la cohérence entraîne latéralement au cylindre une 
petite portion du fluide dont toutes les molécules se détachent. Les molécules 
qui touchent immédiatement le cylindre prennent là même vitesse que le cylindre ; 
niais les parties latérales un peu plus éloignées prennent une plus petite vitesse, 
et, à uncdistance latérale de deux ou trois millimètres, la vitesse cesse en entier. » 
De celte manière de voir, Coulomb trouve une preuve dans Texpéricu ce sui¬ 
vante : La loi suivant laquelle décroissent les amplitudes des oscillations d’un 
disque plongé au sein d’un liquidé né varie pas lorsque la surface du disque mé¬ 
tallique est enduite de suif ou saupoudrée de grès. « Il paraît, ajoute Coulomb 
(foc: cil*, p: 287), qub i’oh peut conclure de cette expérience que la partie de la 
résistance que nous avons trouvée proportionnelle à la simple vitesse est due à 
l’adhérence des molécules du fluide entre elles, et non à l’adhcreiice de ces molé¬ 
cules avec la surface du cor 
Le Mémoire dé Coulomb 
tentait d’appliquer à l’Hydraulique l’hypothèse, proposée par Coulomb, selon 
laquelle un liquide éprouve, de là part des parois solides le long desquelles il 
coule, une résistance proportionnelle à la surface de ces parois cl composée de deux 
termes : l’un «w, proportionnel à la vitesse u du fluide; l’autre btû } proportion¬ 
nel au carré de cette vitesse; mais il s’cllorça d’adopter pour a et b des valeurs 
numériques égales; idée étrange, puisque ces coefficients ont des dimensions 
différentes cl que le rapport de leurs valeurs numériques dépend du système 


ps. » 

inspira les recherches de Girard. Dès 1804, Girard ( 2 ) 


expérimentales 


(*) Expériences destinées à déterminer la cohérence des fluides et les lois de leur 
résistance dans les mouvements très lents, par le citoyen Covi.omü. Lu le C prairial, 
an VIII (i8uô). ( Mémoires de l'Institut national des Sciences et des Arts» Sciences 
mathématiques cl physiques, t. III, prairial an IX*, p. ifô.) 

(*) Girahd, Rapport sur le projet général du canal de l'Ourcq, 1804, p. 37. 
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d’unités adopté* comme Girard devait le reconnaître avec bonne grècc quelques 
années plus lard (*). 

Dissipant cette erreur* de Prôny* drms ses Recherche à phÿsico-màthémd - 
tiques sur la théorie des eaux . courantes, reprend |â formule primitive de 
Coulônilrct s'attache h déterminer la valeur des coefficients a et 6. 

De Prôny admet d’ailleurs* comme Du Huât, dont il s’inspire, 'qu'une masse 
fluide notable demeure adhérente aux : parois'"d’un canal oiicoulcun liquide; il 
croit, cette couche adhérente assez- épaisse pôûr (juc ni la v nâüirc de là paroi, ni 
les petites aspérités qu’elic présenté* n’aiçnl d’influence sur le mouvement du li¬ 
quide. « Lorsque.le fluide coule dans un tuyau ou sur un lit sûscéptible d’ôtre 
mouillé* une lame ou couche du fluide reste adhérente à la matière qui compose ce 
tuyau ou dans iaquclié cé lit est créiisé; cette couche peiit ainsi être regardée 
comme la véritable paroi qui renferme la massé fliiidè en mouvement. >>' 

En 1816* Girard revint ( 2 ) à l’étude de la résistance que les parois solides 
opposent à l’éçoulernent des fluides ; il aborda cette étude ait double point dé Vue 
théorique et expérimental. 11 demeure attaché aux lois posées par Coulomb, dont . 
le Mémoire « cohlient les principes qui doivent conduire à la solution de cette 
question >> (/oc. cil., p. 253 ). 

Ces principes* toutefois, il les précise et, en les précisant, il les altère de 
manière à lès rapprocher des idées de Du lhiat et de Prohy* Coulomb, eu un pas- 
sagé qüc nous ayons cité* adméttait qu’un solide et un liquide én mouvement 
relatif adhèrent le long de la surface dé contact* puis que la vitesse varie graduel¬ 
lement, 5 partir dé cette surface de contact* lorsqu’on pénètre au sein du liquide* 
Pour Girard* une gaine fluide très rtitnèo adhère àlu'.surface'du solide; une sur¬ 
face de discontinuité sépare cette gaine du reste du liquide et la vitesse qui figure 
dans scs formules, c’est la vitesse relative des deux masses fluides que sépare cette 
surface : « Par l’effet, dit-il (/oc. cil., p. a 54 ), de l’adhérence du fluide aux parois 
du canal qui le contient, il arrive qu’une couche très milice de ce fluide reste 
attachée â ces parois, de sorte que le courant s’établit en glissant sur cette couche. » 

Cette couche très mince qui adhère au solide oppose au mouvement du reste 
du fluide une résistance au proportionnelle à leur vitesse relative (/oc. cit., 
p. 9.55); cette résistance est donc attribuable* non aux actions du solide sur le 
fluide, mais aux actions mutuelles des diverses parties du fluide. Rllc existerait 
seule si la paroi solide était parfaitement polie; mais la paroi offre une multitude 


( l ) Girard, Mémoire sur le mouvement des Jluides, etc. {voir ci-dessous), p. 950. 

(*) Mémoire sur le mouvement des Jluides dans les tubes capillaires et Vinjlucnce de 
la température sur ce mouvement, par M. Girard. I.u à l'Académie, le 3o avril et le 
6 niai 181 G (Mémoires de la classe des Sciences mathématiques cl physiques de l'institut 
de France, années i8i3, 181 ,{ et t8c5). 
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cPasjidri|ds qu’époüsc fidèlementîa couche adhérente cl qui se 'reproduisent à la 
surface par laquelle celle couche confine au reste du fluide; c’est à cés aspérités 
qu'il faut âilrihucr la présence, dans l'expression de là résistance, d\in terme 6 rt 2 
proportionnel au carré de la vitesse a (toc. cit., p. a 55 ). Girard, on le voit, 
supposé h la gaiiiêjiqtiidé adhérente moins d'épaisseur que ne lui en attribuaient 
Dulhiat et de Proriÿ, 

Les expériences eflccïuccs par Girard ne s'accordent guère avec les fondements 
de sa tliéôï*ic|la valeur du coefficient au lieu d’étre constante pour un fluide 
donné, dépend du diamètre dû tube par lequel le liquide s'écoule (toc. cit., p. 297 
et p. 328). Girard, il est vrai, ne s’émeut guère de cette contradiction ; bien plus, il 
lui semble (toc. cit., p. 3 à 8 ) que « l’existence de celle couche fluide (immobile, 
qui tapisse iniérieureinènt le tiijàû), par laquelle nous avons expliqué les phéno¬ 
mènes, précédents,'* sé trouvé 'démontrée par celui qui nous occupe actuellement ». 
D’ailleurs, pour rétablir l’accord entre sa théorie et les faits d’expérience, il 
n’hésite‘pas à supposer qüc l’épaisseur de la couche adhérente dépend de la cour¬ 
bure de la paroi• 

Les hypothèses touchant lès actions moléculaires qui ont fourni à Navicr^ 1 ) 
les formules relatives à la viscosité intérieure des fluides lui fournissent également 
la théorie de la résistance qu’une paroi solide oppose à l'écoulement d’un fluide. 

Pour iSfavicr, lé fluide n’est ))as adhérent âu solide; au contact d’une paroi 
immobile, le fluide a une vitesse dont les composantes //, v, iv, différentes de o, 
vérifient seulement la condition (toc. cit ., p. 4tS) . 

11 cos (/*/, æ) 4 - v cos (/i/, y) 4 - tv cos (/*/, -) — o, 

Le travail virtuel des actions du solide sur la couche fluide contiguë a pour 
valeur (toc. cit., p. 4 lï ) 


—(u d:v c dy 4 - m $z ) r/S, 

^/S étant un élément de la surface de contact et 8 x y 8 y, 8 s les composantes du 
déplacement virtuel de la masse liquide qui confine à cet élément. E est un coef¬ 
ficient positif qui dépend seulement de la nature du liquide et du solide et de leur 
Commune température. 

Cette expression du travail de la viscosité de contact rentre comme cas parti¬ 
culier dans notre formule ( 48 ), à condition d’y réduire noire quantité / à — E. 


(D N.Wikr, Mémoire sur tes lois (lu mouvement des Jluides, la à l'Academie royale des 
Sciences, le 18 Mars 1822 (Mémoires de VAcadémie royale des Sciences de Vinstitut de 
France, année 1823, p. 38 t)). On trouve un expose des formules de Xavier dans 
Traité de Mécanique générale, t. ff, p. 252; 1874 

D., 11 . 
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La théorie proposée par Navier rentre donc comme crfs particulier dans celle que 
nous avons exposée, à la condition de faire, en celle-ci, 

/ = - K, 6 = o. 

tét, en effet, sil’oii substitue ces valeurs dans les coiHlilions (76), on obtient 
les équations qui doivcïilj selon Navier, êlré vérifiées ch tout point dé là surfâcc dé 
contact du solide et dii liquidé (/oc. c^V., p. 4 * 3 ). 

Ces conditions, Navier en fait usagé pour tirai 1er de V çcôülgment cl*Un fluide 
par Un tuyau rectiligne dont la section est rectangulaire (loc. cité, p. 4 i 7 )> 
puis de l*écoulement d*un fluide par un tuyau rectiligne dont la section est 
circulaire (loc- eit., p. 4^2). Les v formules qu’il donné pour résoudre ce pro¬ 
blème sont, au fond, idchliqucs à celles c]iic Girard âvait déduites de sa théorie. 

Ce rapprdcliemèni entre Ics'conâéqiiences dé la théorie de Girard et les consé¬ 
quences dé la théorie de Navier 11c doit pas nous surprendre; distinctes par une 
de leurs hypothèses fondaînenfales, la théorie de Girard et la théorie de Navier 
11e tardent guère à sé'rejoindre> poiir celui-ci, c’est sur la paroi solide mèiiie que 
glisse le liquide ; pour celui-là, c’est sur une mince couche fluide adhéréiitè au 
liquide; mais, pour l’un comme pour l’autre, 1 une surface de discOtitinuitc sépare 
les masses mobiles des masses'immobiles eï lés premières retardent les secondes 
par une viscosité à laquelle lés deux physiciens imposent les mêmes lois. 

La contradiction que’ les formules de Girard rencontrent dans scs propres expé¬ 
riences s’oppose donc également à l’adoption dés formules de Navier. 

E11 1829, Poisson compose un Mémoire (*), capital pour" lé "développement de 
la physique moléculaire, qui contient une théorie fort originale du mouvement 
des fluides visqueux; les hypothèses qu’il formulé touchant l’action d’une paroi 
solide sur un fluide en mouvement ont d’étroites relations avec les suppositions 
que Girard avait émises.^ 

« Si un fluide, dit-il (/oc. cil*, p. 94), est en contact avec un corps solide 
susceptible d’agir sur ses molécules, celte action produira une compression par¬ 
ticulière qui peut se transmettre de proche en proche, jusqu’à une distance 
extrêmement petite, mais sensible, de la surface du solide, quoique l’action 
immédiate de ce corps 11’ait lieu qu’à une distance insensible, lise peut que, dans 
l’épaisseur de celte couche ainsi comprimée, le fluide perde sa fluidité, ou, autre¬ 
ment dit, il est possible que ses molécules soient assez rapprochées les unes des 
autres pour que leur forme influe sur leur action 'mutuelle, comme dans les 
corps solides. Dans celle hypothèse, la contraction linéaire cl, par suite, la 
pression moléculaire, n’y seront plus égales en tout sens autour de chaque 


(*) Mémoire sur. les équations générales de Véquilibre et du mouvement des corps 
solides élastiques et des Jluides, par S.-l). Poisson, lu à l'Académie des Sciences, le 
12 octobre 1829 ( Journal de l'iïcolc Polytechnique, XX* cahier, t, XIII, 1 83 1, p. 1). 
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point; cl c’est sans doute Ce cjui a lieu dans la couche eklrômcmôiil liiincc qui 
s'attache à un corps mouillé par un liquide cl ne coule plus le long dé sa sur¬ 
face; ce qui est un effet distinct dcTudliésion apparente, duc à la même cause 
que les phénomènes de la capillarité. » 

Comnie Gicardj Poissoh admet qu-iihè véritable ‘stirfa.ee dé discontinuité sépare 
celle coucheimïnbkilé/adtiétcnVe à : 'là paroi, de là masse fluide mobile : 

« Nous avons déjà remarqué ( loc* cil.y p. ifii) qiiMl est possible qubiiie cbuclic 
très iniiicc du fluide devienne adhérente à cette paroi cl perde sâ fluidité; dans 
ce cas, iléus regarderons celte couche coinhic faisant partie de la paroi qui aura 
pour surface celle de ceïté môme couche où se termine le fluide qui sera reste 
mobile. » r . 

L’accord entre les vues de Poisson cl celles de Girard i que nous venons de 
constater dans les hypothèses fondamentales, se retrouve dans leurs conséquences: 
celles-ci, dès lors, s’accordent également avec les formules de Navier. Les condi¬ 
tions vérifiées à la surface de contact dit solide et dtr fluide ;(/oc. ' ciu, p; 169) 
sont ce qtic deviennent nos égalités (76) si l’on y remplace © par o et f par un 
coefficient }i qui dépend « de là nature du fluide et de celle de là paroi. Il sera 
constant dans le cas d’un fluide incompressible et homog èiie qui aura partout la 
inônie température.' S’il s’agit d’un fluide aérifornle, il pourra dépendre de la 
compression variable du fluide ». 

Si les.suppositions de Poisson, dans le Mémoire que nous venons de citer, 
s'accordent très exactement avec celles de Girard, elles sont au contraire pleine¬ 
ment conformes à celles de Navier dans le Mémoire que Poisson consacre à la 
théorie dü pendule (*). Les vitesses des molécules adjacentes au solide ne sont 
plus supposées idcnliqùés à'celles du solide; lé fluide petit glisser à la surface 
du solide; il est assujetti seulement à celle condition : a Les vitesses des molé¬ 
cules adjacentes à ce corps sont constamment les mêmes, dans le sens normal, 
que celles des points correspondants de sa surface. » Mais, en glîssantà la surface 
du solide, le fluide, par son frottement, produit Une action tangenticllc pro¬ 
portionnelle à la vitesse relative des deux corps' en contact. 

Ces principes sont bien ceux qu’admet Navier; niais, par une singulière 
inconséquence, Poisson émet de tenir compte, dàns ses équations, de la visco¬ 
sité interne du fluide; il aurait du, dès lors, en vertu même de ses hypothèses, 
admettre qùe le fluide dèinciiré adliérent au solide tout lé long de leur com¬ 
mune surface. 

L’idée, émise par Coulomb, selon laquelle le fluide se meut avec nue vitesse 
exactement égale, le long des parois, à celle du solide qu’il baigne, cl graduel- 

(*) S.-I). Poisson, Mémoire sur les mouvements simultanés d'un pendule et de l'air 
environnant (Mémoires de l’Académie des Sciences, t. XI, 1 83 a, p. 5 >*). 
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lemcnt variable aycc la clislaiicc à ces parois, semble donc généràlcnicnt aban¬ 
donnée; Girard, Nayiér, Poisson s’accordent à admettre l’existence d’une surface 
au travers de laquelle la vitesse subit une brusque variation; leurs Opinions 
divergent seulement toiicliant le siège de éctle surface. Nous retrouvons toute¬ 
fois, en i 83 <), l’opinion de Coulomb dans Un travail, d’ailleurs médiocre; de 
llagçn (*); lorsqu’un liquide coulé dans Un tube étroit, Hagen admet sans dis—' 
cession \lôc\ cù. y p; 433 ) que la vitesse d’écoulement, nulle à la paroi, est, en 
chaque point, propoiiioîinclle à la distance de ce point à la paroi./ 

L’opinion émise par Coulomb et abandonnée par la plupart de scs successeurs, 
allait trouver en Slokcs un partisan convaincu ; A l’appui de cette opinion, 
Slokcs allait invoquer un argument nouveau, qui sera repris ensuite par divers 
théoriciens. Voiéi soits quelle formé il présente cet argument ( 2 ) : 

Au sein d’un fliiîdè visqueeix en mouvement (Papei's, Vol. I, p. g6) imaginons 
une surface et supposons qu’au voisinage de cette surface, les dérivées partielles 
des composantes u } p, mdc la vitesse; soient extrèméinent grandes; les actions 
langentiellcs, dues à la viscosité, seront aussi éxlrémèment grandes; elles produi¬ 
ront une rapide atténuation de la vitesse relative dés parties Voisines. Passons à la 
limite et supposons qu’a un instant t i les composantes n, e, iv de là vitesse soiéiil 
discontinues le long d’une certaine surface; à cet iiistaht, r les actions tangcntiellcs 
seraient infinies lé long dé cetlè surface; clics déiruifrnent immédiatement la 
vitesse relative des deux masses fluides qiiî confinéht l’ùnc à l’aiilré lé long de 
cette surface; on ne peut donc trouver, aü sein d’un fluide visqueux eti inouve- 
inehl, de surfaces le long desquelles les composantes de la vitesse soient discon¬ 
tinues. Raisonnant par analogie, il est naturel d’admettre que les actipns, au 
contact d’uii fluide et d’un solide ’qù’il baigne, sont semblables aux actions 
qu’exercent l’iinc sur l’autre deux masses fluides contiguës; que, par conséquent, 
la vitesse lie peut cire discontinue le long d’une semblable surface* Par là, on est 
conduit à admettre que le fluide adhère au solide le long de'leur commune fron¬ 
tière. 

Le raisonnement de Slokcs est une sorte d’esquisse des considérations que 
nous avons développées précédemment (II e Partie, Chap. 1 ); mais la comparaison 
de ce que nous avons écrit avec ce raisonnement trop sommaire montre que ce 
dernier n'est pas entièrement exact. Il est bien vrai qu’une surface au passage de 


( ! ) Hagkx, Ucher die Bewegung des ft'assers (ri engen cylindrischon liôhrcn (Pog- 
gendorff* s Annalcn, Bd. XL' VI, i83q, p. 4^3). 

( 1 ) IL G. Stokks, On the théories of the internai friction of Jlnids in motion, and of 
the Cfjuilibriiun and motion of clastic solids, lu le i<{ avril iSf 5 à la Phitosophicai 
Society de Cambridge (Transactions of the Cambridge Philosophical Society, Vol. VIII, 
p. v.87. — Matheinatical and physicai Papérs, Vol. I, p. 75). 
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laquelle les composantes û, vy w de la vitesse varieraient (l'une manière discon¬ 
tinue ne peut persister pendant un temps fini «Vu sein d’ûii fluide visqueux; m«ais 
il n'est pas exact que les actions de viscosité donnent, aü long d’une telle surface, 
des résultantes infinies, et le raisonnement de Stokes, suivi rigoureusement, 
aurait pour conséquence de justifier l’opincm de Nayiciy bien loin de la réfuter. 

D’ailleurs, en dépit de ces considérations, qui lui semblent démontrer l’adhé¬ 
rence du fluide au solide et la continuité du mouvement àu sein dû fluide, Stokes 
hésite à adopter celte opinion ; car, en la suivant, il a étudié l’écoulement d’uii 
liquide dans un tuyau et il à trOüvé une formule qui ne s'accorde pas avec les 
expériences de l’abbé Hossut et de Du lîual, 

. Il lente alors de revenir à l'opinion de Navicr (qu’il désigne sous le nom 
d 'opinion de Poisson)] mais, dans cette voie, il rencontre de nouvelles diffi¬ 
cultés; selon les expériences de Du Huât, une couche liquide reste adhérente aUx 
parois du tuyau ait sein duquel coule un fluide; il n’est possible de mettre cette 
observation d’accord avec les formules de Navicr qu’en supposant infini le coef¬ 
ficient et l’on est ainsi ramené à la précédente opinion. 

Celte hésitation entre les diverses suppositions émises par Coulomb, par Girard, 
par Naviei'j par Poisson, se retrouve dans le Rapport (*) écrit par Stokes, 
en ï 846 i 

Peut-être les conditions vérifiées au contact d’un solide et d’un liquide 
changent-elles, selon qüe‘!c liquide mouille le solide, comme l’eati mouille le 
verre, ou que le liquide ne mouille pus le solide, comme il arrive dans le cas dii 
mercure et (lu verre. 

Lès idées de Stokes touchant le problème qui nous occupe se fixent, en i 85 o,' 
dans son célèbre.travail î De Ve ffet du frottement intérieur des fluides sur le 
mouvement des pendules ( 2 ). Il a adopté définitivement l'hypothèse de Coulomb. 
Les raisons qui déterminent sou choix sont, sous une formé plus explicite, celles 
qu’il avait déjà indiquées en i 845 ; voici en quels ternies il les présente (Col¬ 
lection de Mémoires, t. V, p* 292) : 

» Pour que le fluide, immédiatement eii contact avec un solide, pût couler sur 
lui avec une vitesse finie, il faudrait que le solide exerçât sur le fluide un frotlc- 


(*) P. G. Stokes, Iteport on récent rcscarchcs on ffydrodynamics (Iteport 0/ the 
Brilish Association for iSjG, Pari. I, p. 1. — Mathemalical and physical Papers, 
Vol. I, p. 167). 

(*) P. G. Stokes, G/i the cffçctof the internai friction ofJlttids on the motion of pendu • 
tums, lu à la Philôsophical Society de Cambridge, le 9 décembre iS 5 o( 7 >Y//isac/io/is of the 
Cambridge Philosophical Society , Vol. IX, Part. Il, p. 8. — Philosophical Magazine, 
Vol. I, 1 85 1, p. 337. — Collection de Mémoires relatifs à la Physique, publiés par la 
Société française de Physique, t. V, 189c, p. 277. — Mathematical and physical Papers 
Vol. lit, p. 1), 
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ment infiniment plus fniblcfyuc celui que le fluide exerce sur- lui-même. Car, conV 
ccvons la couche élémentaire de flilidc comj>risc entre la surface du solide et une 
surface parallèle h là surface /*, et ne considérons que la portion de cette couché 
qui çorVcspond i^ ùnè pôrtion élémentaire ^/S de la surface du solide. Il doit 
y avoir équilibre entre les forces qui agissent sur l’élément fl.tiide et les forces 
effectives, prises ch scns cônti'àirè ( 1 j..Concevons maintenant qùc'/i s’évanouisse 
par rapport aux dimensions linéaires de </Sy et qucj finalenicht, dS s’évanouisse 
également; H est évident que les conditions d’équiljbrése rédiiischt finàlément à 
cellc-çi, que la pression oblique que l’élément fluide éprouve du côté dii solide 
doit être égale et opposée à la pression qu’il éprouve du côte du fluide. Or, si le 


fluide pouvait couler le long du solide avec une; vitesse finie, il s’ensuivrait que 
la pression tangenticllc, mise en jeu par le glissement continu dii fluide sur lui- 
même, ne serait pas même cpntrebalàhcéé par le glissement rude cl inégal du 
fluide sur le solide* Comme cela parait à]priori excessive ûiç ni improbable, il 
semble raisonnable d’examiner en premier lieu lés cohséqneiicés de la supposition 
qu’il n y a pas dé pareil glissement du fltudé sur le solide, d’autant niiciix queMés 
difficultés mathématiques du problèiiié seront ainsi inatérielléinchl diininuccSé 
Je prendrai donc, comme condition devant être satisfaite aux liihitcs clu Hui de, 
que la vitesse d’une particule fiuîde doit être égale, en grandeur et en direction, 
à celle de la particule solide avec laquelle elîe est eh contact. Les résultats déduits 

de cette hypothèse montrent, èn réalité, l’accord le plus satisfaisant avec l’ôhser- 

• * 

valion. » _ 


En admettant qu’un liquide adhère aux parois des tuyaux dans lesquels il coule 
et en étudiant le régime perminent qui s’établit dins ces tuyaux, Slokes avait 
obtenu des résultats qui ne s’accordaient pas avec- les observation s de Bossul et 
de Du Buat; ce désaccord l’avait fait hésiter siir la légitimité de son hypothèse. 

Cette hésitation lui eût été évitée, s’il eût connu les expériences poursuivies à 
la même époque par Poiseuille ; le résultat du calcul eût été pleinement conforme 
aux données de l'observation. 

L’étude de l’écoulement des liquides dans les tubes de très petit diamètre 
apparaît comme particulièrement propre à contrôler les hypothèses qui pourraient 
être faites, touchant la résistance que lés parois opposent à cet écoulement* 
D’autre part, celle étude intéresse à nri liant degré le physiologiste qui vent aria- 
lyser les phénomènes de la circulation capillaire, Çe fut surtout cette seconde 
raison qui porta Poiseuille (*) i repreniez cette étude aii point de vue expéri¬ 
mental et à soumettre à l’observation des tubes beaucoup plus étroits que les tubes 


( ! ) I > ar cette dernière expression, Stokes entend les forces d’inertie. 

(*) Pois e un. i.k, Recherches expérimentales sur le mouvement des liquides dans les 
tubes de petit diamètre (Mémoires des savants étrangers , t. IX, i8{6, p. -{ 33 ). 
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cinplojés par Girard. Les expériences furent couronnées d'un plein succès; elles 
lui révélèrent des lois qui sont aujourd'hui classiques ; ces lois, d’ailleurs, ne 
s’accordaient pas avec les formules que Girard et Navier avaient tirées de leurs 
déductions théoriques (loc. cil., p. 435 cl p. 52 1 ). 

Poiscuille ne- tente ni de donner une explication théorique des lois qu’il avait 
découvertes, ni dç préciser l'action de la paroi sur le liquide en mouvement; à 
ccl égard, il sç contente de penser (foc. cil., \y. 'Sa i), d’après les observations des 
iniéiogrâplies sur la cîrcnlatîbn capillaire, que « la vitesse est maximum dans le. 
milieu dii vaisseau ; elle diminue au fur et à mesure qu’on s’approche des parois ; 
ainsi, la vitesse,’ tout près des parois, est d’tinc lenteur extrême ». 

Ce passage permet de rapprocher l’opinion de Poiscuille de celle de Coulomb; 
•èn fait, les partisans de celle opinion allaient trouver dans les lois de Poiscuille 
le plus fort argument en faveur de leur thèse. 

En iStio^ïIagéiibach (*) eut l’idée de reprendre l’analyse appliquée par Navier 
a Pécoiileincnt de J’eaii dans les tubes de petit diainètrc> mais :cn modifiant la 
condition aiix limites employée par le physicien français; àù lieu de Supposer 
que l’eaü glissait le long des patois du tuyau en éprouvant une résistance propor¬ 
tionnelle à sa Vitesse de glissement; il admit que la vitesse à la paioi était nulle. 
Pour justifier celle hypothèse, il invoqua un raisonnement analogue à celui que 
M. Stokes avait plusieurs fois développe : « Il est facile de voir, dit-il (/oc. cit. s 
p. 394)) que là vitesse est mille à la paroi du tuyau. Celte supposition découle 
déjà, d’une manière assez sure, de cette circonstance quc’lc liquide coule de la 
mêinè manière dans des tubes étroits faits de substances differentes, pourvu seu¬ 
lement que la paroi soit lisse et mouillée par le liquide. Elle résulte aussi de 
l’observation des canaux et des rivières où l’on aperçoit une couche immobile le 
long des rives. Mais on peut égalementdémontrer celle proposition, pourvu que 
l’on admette que le frottement entré une couche de verre ou de métal et une 
couche fluide engendre une force du môme ordre de grandeur que le frottement 
entre deux couches liquides. Supposons, en effet, que la couche voisine de la 
paroi coule avec une vitesse finie; elle serait retenue par une force de frottement 
qui serait proportionnelle à une vitesse finie et entraînée par une autre force de 
frottement qui serait proportionnelle à une différence infiniment petite de 
vitesses; mais, en toutes les autres couches liquides, il est fait équilibre a la 
pression par la différence de deux forces qui sont, l’une et l’autre, propor¬ 
tionnelles 5 une différence infiniment petite de vitesses; il est donc clair (pie la 
vitesse doit être infiniment petite dans la couche contiguë h la paroi. » 


(•) Hacknbacii, Uber die Ileslimmung der Zdhigkcil cincr Fliissigkril dur ch den 
Aussjluss ans Itôhrcn ( Poggcndorfl’s Annalcn der Physik und Chemie, Bd. GIX, i8Go, 
p. 385 ). 
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. Grèce R ce changement apporté aùx conditions aux limites, l’analyse de Navicr 

fournit sans peine à Hogcnbach les lois mêmes que Pôiseùille avait tirées de 
l’expérience. 

Peu de temps après, et sans connaître le travail de Hâgcnbach, Émile Mathieu (*) 
reprit* avec le même succès, une analyse semblable* « Quand un liquide coule 
dans un tube capillaire, dît-il, il existe une couche dô liquide adhérente au tube,.* J 
cette adhérence tient a la force de cohésion du liquide et du votre, où phitôt au 
frottement qui est proportionnel à celte force. Ainsi, la condition à la surface 
est que la vitesse dû liquide soit mille sur la paroi. » 

Plus tard, par des méthodes analogues, le meme sujet fut repris par RÎ. Boiis- 
sincsq(^); en modifiant la condition atix limites admise par Nâÿiciy RÎ. lioùs- 
sinesej justifiait cette modification par des raisons semblables à celles qiPavaiciit* 
invoquées Stôkes et Hagcûhaèli. 

Bien que très général, le consentement à Popinion de Coulomb ne fut cependant 
pas universel; certains hydraùliciens, et non des limindrés/tinrent pour les hypo¬ 
thèses de Girard et de Navicr} parmi ceux-ci, il convient de citer Darcÿ (*)i : 

Darey n*ignore pas' les considérations par lesquelles, depuis Pronÿ, oïi tente 
de prouver qu’un fluide ne petit couler le long d’une paroi solide avec mie vitesse 
finie; il sait qu’en supposant du même ordre de grandeur les actions mutuelles 
des divcises parties du fluide et les actions du solide siir le fluide, on prétend 
démontrer qu’un tel glissement engendrerait un frottement infini; mais il se range 
à l’opinion qùeDupuit'avait émise dans ses Etudes $ttr le mouvement des eàitx 
courantes, et, saiis discuter là rigueur du raisonnement, il révoque en doute 
l’hypothèse même qui lui sert de fondement. « On Voit par ce qui précède, dit-Ü 
(/oc. citi y p. 3 o(j), qu’il suffit d’une vitesse relative infiniment petite pour fuir e 
naître, dans les couches fluides en contact, une résistance comparable à celle qui 
pourrait être engendrée par une Vitesse finie du liquide glissant, siir une paroi 
solide.' RI. Dupuîl a donc pu prétendre que de Proriy ne paraît pas avoir exprimé 
une idée précise lorqu’il a dit : « Cette cohésion des molécules fluides entre elles, 
et celle des mêmes molécules à la matière dont le tuyau est formé ou dans laquelle 
le tuyau est creusé, doivent être, en général, représentées par des valeurs diffe¬ 
rentes, mais comparables ou du même ordre les unes par rapport aux autres* >1 

« L’adhérence à la paroi, en ellel, peut être expérimentée sous une vitesse finie 


(i) Kmilh Mathieu, Sur le mouvement des liquidés dans tes tubes de très petit dia¬ 
mètre (Comptes rendus , 1. LVH, i 863 , p. 3*20. — Cours de Physique mathématique/ 
p. 66. Paris, 1873). 

(*) BoussixesOi Théorie des expériences de Jf. Poiseuille sur Vécoulement des liquides 
dans tes tubes capillaires (Comptes rendus, t. LXV, 1867, p. ). 

(^) Darcv, Recherches expérimentâtes sur le mouvement de Veau dans les tuyau# 
(j Mémoires des Savants étrangers, t. XV, j 858 , p. 1 fi). 
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quelconque; tandis que" cé qu’on appelle lii cohésion ne pcut TêtiHî que sous Tin- 
fluence d’une vitesse relative infiniment petite; car, de quelque manière qii’oii 
fasse l'expérience, ajoute justement M. Dupuit, /« cohésion du liquide sera 
ioujàùrs asscîs forte pour que la vitesse relative des deux surfaces soit sensi¬ 
blement mille». 

« Ces deux forcés de l’adhërericc et de la cohésion sont, on le voit, d’un ordre 
difTérent èt sans mesure cdriimunCè » 

De ce passage une conclusion semble se dégager nettement : Le liquide peut, 
comme le voulait Nayicr, glisser avec iinc vitesse finie a Là surface'dhine paroi 
solide; rnâis il rie peut sé produire> entre deux inasscs fluides, une de ces surfaces 
de discontinuité dont Girard admettait l’èxistêricc. 

Cette conclusion n’est pas, cependant, celle <p/àdopte Darey. S’il adihet que, 
dans cértàins cas exceptionnels, le liquidé glisse à la surface même du solide, il 
pense que, le plus souvent, l’écoüleihent à lieu scion le mode quë Girard a ima¬ 
giné. A r oici, en effet* quelques-unes dés propositions par lesquelles Darey résume 
ses recherches (/oc. ci/., p. 34 ^) • 

-» tl résulte dès expériences faites : 

» i° Que, mèmè dons ün tUyàiï verticalement pldcê et à raison de ^attraction 
de ses parois, Une couche liquide leur reste adhérente. 

. >> a 0 Qiiè l’épaisseur de cette couche est beaucoup trop faible pour faire dispa^- 
râître les aspérités dé la paroi; que, d’ailleurs, elle doit présenter une épaisseur 
Sensiblement constante étj par conséquent, offrir à sa surface les mêmes reliefs que 
la pàrôi clle-mêmèi 

» Sans doute, dans un courant, il ne peut y avoir entre les vitesses de deux 
filets contigus qu’iiric différence insensible; mais il ne saurait en être ainsi 
lorsqu’il s’agit de la couche adhérente* elle est, pour ainsi dire, passée à l’état 
d’éma//, d’enduit aqueux de la paroi. » 

Cette couche tend à retarder le mouvement du liquide qu’elle enserre : 

» Si donc; d’i|ne part,Taltràction des parois doit être considérée comme une 
des causes retardatrices du mouvement, ori doit reconnaître, d’autre part, que 
ccttè Cause agit Vraisemblablement en grande partie par l’intermédiaire de la 
cohésion du fluide que la surface extérieure du cylindre mobile doit surmonter. 

» Ainsi le mode d’agir de l’attraction des parois semblerait pouvoir sc résumer 
ainsi : 

» Force nécessaire pour Vaincre l’attraction des parois, dans les parties où le 
liquide viendrait à s’en détacher, et force nécessaire pour surmonter la cohésion 
quand lé cylindre liquide passe sur Tendait aqueux. 

» Enfin, les aspérités de la surface qui viennent modifier brusquement le 
mouvement et la direction des filets fluides forment, évidemment, une autre 
cause retardatrice. » 

D*, II. i3 
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Une inconséquence âssea étrangc semble donc faire le fond des considérations 
développées par Darcy touchant faction des parois suy une masse fluide en 
mouvement* « ' . 

Ç’cst aux hypothèses de i\ay!er que revienl/M. Oskar Enul Meÿçr (*),\ 
Reprenant des expériences analogues-à celles de Coulomb, M; ‘Oskar Einil 
Meyer fait osciller un disquc mélallique aü sein d’une massé d’eau que recouvre 
une couche d’huile j la face supérieure du disque est amenée tout près de la surface 
de séparation entre l’eau etl’huile* , . * 

Conformément à l’opinion de Coulomb, M. O.-E; Meyer admet ( Diss p. 6; 
Pogg . Ann., p. 6.1 ) que l’eau adhère au ,disque métallique : Discuni jluido 
circunïfuso tdrïto modo luùncclàri poixô,/ut stratum fluidi disco vicinûm 
eadem gaudeàt celëritcite fjiia ipso dise us. Mais il suppose que les. deux 
liquidés glissent l’un sür l’autre le long de leur surface de contact; ce glissement 
engendrerait une résistance soumise à des lois Semblables de toü|. point à celles 
que JNàyier imposait au frottement d’un liquide sur tin solide. Il semble par là, 
que l’opinion de M. Ô.-E. Meyer s’accorderait aisément avec l’iiÿpolhèsc de Girard 
et de Darcy; mais éé n’est là qu’une apparence dissipée par la îèclurédes écrits 
ou, peu après, M. O.-E. Meyer, développe plus explicitement sa pensée. 

Dans son Mémoire inséré aux Annales de Poggendorff > tout en admettant eq 
général l’adhcrencé du liquide au solide, M. O.-É. Meyer écrit {Pogg. Ann p. 68) 
quelques lignes ou il déclare que lés lois vérifiées au contact d’un so lide et d’un 
liquide sont tout à fait analogues à celles qui sont vérifiées au contact de deux 
liquides; il les suppose donc, en ce passage, données par les formules de Nayicr* 
De plus, il écarte \ibid:, p. 69) l’objection présentée par Stokes con tre ces for¬ 
mules; avec Dupuit cl avec Darcy, il admet ce principe î Les.lois de la viscosité 
interne d’uni fluide sont d’une tout autre nature que les lois dont dépend la visco¬ 
sité au contact dé deux substances différentes. . 

Dans son travail publié au Journal de Borchardt; M. O.-E. Meyer s’exprime 
plus explicitement encore; il admet que les conditions vérifiées à la surface de 
contact de deux fluides sont données parles équations de Navicr (/oc. c/ 7 ., p. 5 * 38 ); 
qu’il én est de môme des conditions vérifiées à la surface de contact d’un liquide 
cl d’un solide (ibid., p. 239); mais que, dans le cas 0Ï1 le solide est mouillé par le 
fluide, le coefficient E est infini, en sorte que la vitesse relative du solide et du 
fluide tombe à o. 


(*) Ottocvrius /Êuimus Aîrvkr, De hiutun dinnini Jluidorum frictione : Disscrtatio 
inaiiguràiis; Regimontî Priissoruin (Kœnîgshcrg), anno AfDGCCLX. — Oskàr Kmil AÏKVrr, 
Ueber die Rcibung der Flussigkcilén (Poggcndorff’s Ànnalen der Physik itnd Chenue, 
Bil. GXtn, p* 55 ; 1861). — Ucher die Rcibung der Flussigkcilén ; llioôrctischcr Thcil 
( Borchardt's Journal fur reine und angewandte Malhcmatik, Btl. LIX, p. 229; 1861 ). 
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A 1 époque même ou M; O E. Meyer soutenait la thèse dont nous venons de 
parler, paraissait un ItaVaiV dé grande importance sur la viscosité des fluides,' 
travail'dA à la collaboration de liclnlholly/.êt de M. von PiotroSvskî (*). Par la 
discussion dés expériences anciennes aussi.bicii'que par ParialySc des Observations 
de M. voh Piôirowski, ilclniiiôUz est conduit à admettre lés conclusions suivantes 
( IViss. Àbhi] lUI. i; pp* 214-222) : 

ÎI est dés cas Ou 1*expérience Raccorde d’une nïanière satisfaisante avec l’hypo¬ 
thèse que le fluide àdlièrc coinpièteiûént au solide; tels sont lès cas Ou Peau se 


trouve au contact dû ver ré, ou Pctîicr, Pâlcool se trouvent au contact du Yerre, 
d’une sùrfacé métallique polie. Jl est, au contraire, des cas pii le liquide glisse à 
J a surface du solide, cri sê conformant aux lois que Navier a admises; cetîè cir¬ 
constance sc présente, notamment, ait contact de Peau ei d’une surface métallique 
polie* On peut donc écrire, en toutes circonstances, les conditions aux limites 
iridiqitéês par Navier ( \Viss. Abh* } BdL I, pi 204), niais, dans certaines circon¬ 
stances, on doit supposer que le coefficient de viscocité mutuelle du solide et 
dit fluide est infini ( IFiss. A hh .y Bd; J, p. 214) QU> du moins, extrêmement 
grafid \ibidi> p. 221). 

Celte Opinion, commune à Ilehnhôltz et â M. O.-E. Meyer, est celle que Èro?iz- 

Emil Neumann professait dans ses leçons. Scs leçons sur ce sujet 11’ont été 

publiées que dans ces dernières années ( 2 ); mais par des citations de M. 0 *-E. 

Meyer ( 3 ) cl de M* von Pîotrowski (*), nous voyons qu’elles étaient fort connues 

dés physiciens allemands et particulièrement de Ilclmholtz,. 

... •> ■ 

Maxwell (?), qui se réfère d’ailleurs aux recherches de Ilclmholtz et de 

M. G* Von Pîotrowski, scinblé partager leurs vues; sans dotïte, en étudiant les 
oscillations d’un disque métallique au sein de l’air ou d’autres gaz, il admet que le 
fluide adhère complètement au solide mobile; mais; s’il admet celte hypothèse, 
c’est simplement parce que les conditions dé Navier, appliquées au glissement de 
Pair sur le disque, conduisent à regarder la vitesse de glissement comme très 
petite; dès lors, les expériences n’étant pas assez précises pour permettre d’asstircr 


(*)‘IP Hei /Jîholtz et G. von Pîotrowski, Ueber Ile ib un g tropfbârcr Flilssigkeitcn 
(S it zungsbcyiçhtc der mat hematisch-natunyissenschaf(lichen Classe der Akademic de y 
Wissenschafien zu IVicn, Jhl. Xt, p. 6*07, 12 avril 18G0. — Wisscnschaftlichc Abhand 7 
langea von IL Ilelmhollz, Hü. I, p. 172). * * 

(*) K.-K. Neumann, Finlcilung in die theoretische Physik, herausgcgcben von G. Pape; 
Leipzig, 1883, pp, i52-253. 

( 3 ) O.-Ii. Meveii, Disserlalio inaugurali$, p. G. ; 

. G) G. von Pîotrowski, in Wisscnsch. / Ibh . von îfelmholtz, li«i. t, p. 182. 

. (*) J. Clkrk Maxwmix, Oti lhe viscosity or internai friction of air and other gase* 
(The Bakerian Reclure, 8 février 1866; Philosophical Transactions, Vol. CIA'J. — Scieti •* 
tijic Papers, Vol. Il, p. i). 
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qu’elle diffère de o, il est aussi stYr et plus simple de la supposer rigoureusement 
égale'à o (Scienti/iç f)àpcrs } vol; li, |>ï{j)< 

Comme Ilcîinliollz,'.et von Ptplrowski, S(cfau ( , ) admet qu’un liquidé ; petit 
glisser sur Une surface solide; il applique* en particulier* cette hypothèse au glis- 
sèment du mercure sur le vetre qui , selon lui/ suit les lois tracées par Navier. 
D’ailleurs, dans ce cas, l’hypothèse scmhlaU fort plausible; car les çxpéricnces^de 
Poiscûille lui-inômc avaient'prouvé que les lois de l’écôuiçmeht d’un liquide 
dans un tube capillaire, découvertes par ce physicien, ne s’appliquaient pas à 
l’écoidemèni du incrcüre dans le verre. ; .. 

Alâis, chose remarquable, cèltc exception n’était qü’àpparcrüè ët due à des ob¬ 
servations incorrectes ; en 1850, AL Kmil Warbuig ( 2 ) repritl’ciudéde l’écoule-: 
ment du mercure dans des tubes de vcrVc capillaires ; ëoiUraireincrit à son attente, 
il trouva que cet écoulement suivait les célèbres lois de l^oiscûillê; il fallait néces^ 
saircmcnt conclure de cette observation que le liiërcure adhérait au Verre (/oc. 
cïliy p» 3 jo).' Celte découverte expérimentale paraît à Al. Warburg (/oc. city 
p. 379) s’accorder pleinement avec le raisonnement.de Stôkesj selon lequel le 
glissement d’iin liquide sur un solide est impossible si l’on admet qüe le frotte¬ 
ment du solide sûr le fluide. dépcnd de lois analogues à celles qui régissent le 
frottement mutuel de deux coüches iluides. 

« Quelques années plus tard, l’observation de Âl. Ë. Warhurg était confirmée 
successivement par Al. Ë* Vitlari( 3 ) et par AI. Syn. Koch ( ')î ces deux aütêtirs 
reconnurent que le mercure, coulant dans de très fins tubes de verre, suivait les 
lois de Poisëuiile. 

Les hypothèses formulées par Navier touchant le glissement des liquides sur 
les solides* un moment remises en honneur par les recherches de Helm lioltz et 
de von Piotrowski, se trouvaient de nouveau rejetées en suspicion par ces ôbser-r 
valions qui ramenaient l’attention vers l’hypothèse de Coulomb. 

Une tendance aualogue se dégageait des importantes recherches expérimen¬ 
tales, historiques et critiques poursuivies par Al. Couette ( 5 ); Eu précisant par 


(*) Stefan, Sitzungsberichle der /natheincilisch-natunvissenschaftliche Classe der 
Akademie der Wissenscha/ten zu Wien, Btl. XLYI, 18G2. 

(*) Kmil Warburg, Üeber dén siusjluss dés Qtlecksilbers aus glasernen Capiîtar - 
rôhren (Poggendorjfs Annalen , Bd. CXL, 1S70, p. 3G7). 

(*) E. Villari (Memoric dell 9 Accademia délié Scienze dclU Istituto di liologna, 
3 e série, t. VI, 1876, p. 1). ~ 

( v ) Six. Koch, Ueber die Abhcingigkeit der Reibungsconslantc des QUecksilbers iion 
der Temperatur ( Wiedemàtin’$ Annàlen i Bd. XIY, t88i, p. i). 

( 5 ) M. Couette, La viscosité des liquides {Bulletin des Sciences Physiques de la 
Faculté des Sciences de Paris, i u année, Paris, 1888-1889; pp. 49 , * 23 , 201, 2G2).— Ftiides 
sur le frottement des liquides (Thèse de Paris, 3 o mai 1890, et Annales de Chimie et 
de Physique , G e série, t. XXI, p. 433 ; 1890). 
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ses expériences Ics cônditîoiis dans lesquelles les lois de Poiseuillé étaient ^pjpli* 
cables; eïi prouvàhl qtié, dans leslimites de vitesse ou elles s^appiKjueraîe.n^ les 
lois d’oscillation d’un distjuc plongé dans le liquide s’accordaient avec l’hypo? 
thèse de Coulomb ; enfin, en mettant en évidence les causes de doute que recér 
latent les '.calculs' de Ilehnlioltz, -M. Couette a grandement contribué à établir la 
légitimité de ces deux propositions : 

Lorsqu’un solide et un liquide sont en mouvement relatif, le liquide adhère au 
solide tout le long de leur commune surface. 

Lorsqu’on s’éloigne dé cette surface pour pénétrer au sein de la masse fluide, 
la vitesse du fluide varie d’une 'manière continue. 

Toutefois, il s’eri faut bien cjüe ccs propositions soient universellement admises 
daiis les Traités récents d’Hydiodynamiquc* L’opinion générale paraît se rappro- 
cher de celle qui a été admise par llelmboltz et M; G* von Piolrouski; la rési¬ 
stance opposée par un solide au mouvement d’iin fluide obéirait aux lois posées 
• . • • ■ • _ ... . , ■ , 

par Navier; toutefois, dans un grand nombre de cas, le coefficient de viscosité E, 
introduit par Navier, serait si grand que les deux corps adhéreraient sensiblement 
l’ùn à l’autre ; dans les applications niathématiquës, d’ailleurs, on suppose presque 
toujours qu’il y a adhérence complète du fluide au solide, ce qui rend les calculs 
beaucoup plus aisés. 

Tel est le parti adopté par G. Kirchliofl ( , ) ) pârM. Lanib ( 2 ), par M. Basset ( 3 ), 
par M. \V. Wicri ( 4 ). 


CONCLUSION DE IA QUATRIÈME PARTIE. 

Visiblement, lé doute et l’hésitation sont extrêmes parmi les physiciens qui 
ont cherché lès conditions qu’un fluide vérifie au voisinage des surfaces limites; 
il est clair que l’absence de principes mécaniques suffisamment généraux laisse le 
champ libre aux conjectures les plus variées. 

Les principes posés dans ces Recherches nous fournissent-ils quelque inôyen 
de débrouiller ce chaos, de fixer quelque conclusion certaine ? 

Tout d’abord, ils nous permettent de rejeter une des solutions proposées, la 


(*)(*. Kirchiioff, Vovlcsungcn liber mathematische Physik : Mechanik, XXVI* Leçon; 
Leipzig, 1877, . 

(*) L\mb, A Treatise on the mathematical lheory 0/ the motion 0/ Jluids; p. awj 
Cambridge, 1879. 

( 3 ) Basset, A Treatise on Hydrodynamics, vol. Il, p. ^ 47 » Cambridge, 1888. 

( I ) \Y. Wi'bn, Lehrbuch der Uydrodynamik, p. 18 et Chap. VH; Leipzig, 1900. 
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soltUÎoiV préconisée par Du Buat, par tic Pr011)7 par Girard* par Poisson, p ait 
Dàroy. Il iic peut:pas sè faire qu’une cbuclie fluide demeure adhérente au* sblidc 
et qiié le i*cstè du fluide glisse avec une vitesse finie sur cçUecouche.Des raison¬ 
nements exposés au Chapitre 1 de la II e Partie dé ées Recherches nous ont 
démontré qilVii sein d’un jruide yisqVleux> àuciine surface ne péüt être, potir lés 
composantes de la vitesse, une surface tle discôhtinuilé (^). ' v 

- Les composantes de la viiëssc varient dohc d’une manière contthue d’un point 
à Pautre du fluide; par là, le doute sè trouve restreint et nous lie pouvons plus 
hésiter qu’entre l’hypothèse de Coulomb et l’hypothèse de Navier. 

Comme nous l’avons fait remarquer, l’hypothèse de Navier est impliquée, 
comme cas particulier, dans nôtre théorie:' Pour retrouver |es formules de Navier, 
il nous suffit d’adiricttré que le coefficient dii frotlémcnl dè contact © est identi¬ 
quement nul et quë le coefficient de la viscosité de contact y* ne dépend pas de la 
vitesse relative 

L’Iiypotliôse de Coulomb admet que, pour deux corps différents, dont l’un‘ail 
moins est fluide, la Vitesse relative est nulle îé long de la sùrfâçê de contact» Si 
les fluides sont dénués de viscosité intrinsèque,'ce n’êst point là une hypothèse 
nouvelle, niais une Conséquence des principes posés par Navier* 

Dans le cas, au contraire, où les fluides étudiés sont des fluides visqucUx; l’hy¬ 
pothèse de Coulomb se présentait jusqu’ici comme une hypothèse première que 
rien ne reliait aux principes généraux de là Mécanique* Cè n’élàlt pas, en effet, 
relier cette hypothèse aux principes de la Mécanique de relnarquér, avec 
F.-E. Neumann, HclmholU, M. O.^E. Meyer et tant d’autres, qlié les formules 
de Navier donnent celle hypothèse à titre de loi limite lorsqu’on y fait croître 
au delà de toute limite le coefficient / de là viscosité de contact; c’est pro¬ 
prement remarquer que lorsque la théorie, dé Nâviêr perd tout sens, on est 
contraint d’adopter l’hypothèse de Coulonih ; ou mieux, c’est faire la remarque 
suivante : Lorsque /prend de grandes valeurs sans que p dépasse certaines 
limites, les composantes de la vitesse relative deviennent très petites, ce qui 
assure une adhérence approchée, mais non pas une adhérence rigoureuse des 
deux corps. . 

La théorie que nous .ayons exposée permet de prévoir des cas où un fluide 
adhérera forcément et rigoureusement aux corps solides qu’il baigne; rhÿpôthcsè 


( l ) Récemment, Ai. Hadamard ( a ) a montré que celle proposition devait être admise 
môme pour les fluides parfaits. Des surfaces le lqng desquelles deux pailles distinctes d’un 
môme fluide glisseraient l'une sur l'autre pourraient persister, une fois nées; mais il est 
impossible qu'elles naissent à aucun instant. 

. * * r ' * \ 

' . 

(*) J. Hadamard, Sur les glissements dans les fluides (Cow^/« rendus $ 2 fôvricr et * nnrs 1903,!. CXXX Yî, ji. S99 
et 51$). . . . \ ; 
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de Coulomb est ainsi reliée aiix principes généraux de rKncrgétiïjiie. Mais, en 
outre, clic iiiontrcVjii’iin même fluide et un même solide pourront, selon lés cir¬ 
constances du mouvcmcnl, adhérer l’uii à loutre ou glisser PuïVsiir l’aiilrc; celte 
conclusion est conforme à l’opinion émise par certains hjdrauliciens et notam¬ 
ment par Darcÿ dans un passage que notis avons cité. 


i 




CINQUIÈME PARTIE 


LE fîlÉOHKME i)E LAGHANGK ET ÎÆS C.ONiHTlONS AUX LIMITES. 


CHAPITRE I. 


LU T il HO II Ê ME DK LÀGKAXGE ET LES LIQUIDES VISQUEUX. 


§ »• 


Extension nu t;iko:iî;mk de LvcnANOE aux fluides 
IXCOMP ftKSS IULES VISQUEUX. 


On sait que Lagrange a énoncé, pour les*fluides non visqueux, le théorème 
suivant, au(|Uel il est d’usage de donner son nom : 

Si, pour une masse matérielle élémentaire du Jluide, les t/ois quantités 


«r= 7T7 ~ 7i 


dr ’ 


sont égales à o à un instant quelconque du mouvement , elles restent égales 
à o pendant toute la durée du mouvement . 

Tout le monde connaît la belle démonstration que Cauchy a donnée de ce théo¬ 
rème, en prenant pour point de départ les équations hydrodynamiques do 
Lagrange, et la démonstration non moins élégante qu’en a donnée \Y. Thomson, au 
moyen des équations hydrodynamiques d’Eulcr. 

Le théorème de Lagrange sVlend-i! «aux fluides visqueux? On a longtemps 
admis qu’il n’en était Vieil. 

D m 11. l/j 
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lin 1869, <lc Saint-VciiàïH (*) monlra le premier cjiic ce théorème pouvait 
s'étendre aux fluides visqueux; sa démonstration, qu’on pourrait peut-être 
souhaiter plus rigoureuse, s’étendait à tous les fluides; mais elle supposait que 

les rapports —-> — - étaient des constantes, ce qui n’est probablement 

vrai que dans les mouvements isothermiques des fluides incompressibles, lin 188b, 
Bresse (*), sans connaître le travail de Saint-Venant, dont il reconnut bientôt là 
priorité ( 3 ), reprît une démonstration analogue; Iiii i 8 <) 3 , M* IL Poincaré ( % ) 
donna, dans le même sens, de brèves indications. Enfin, en 1901, M. tladnmard 
publia ( 5 ) l'énoncé de ce théorème, dont il avait donne la démonstration dans 
son Cours du.Collège de France* 

Les démonstrations données par de Saint-Venant et par Bresse laissent peut- 
être quelque peu à désirer ait point de Vue de la rigueur. 

Les brèves indications de M. Poincaré ne constituent pas une démonstration 
et M. îladainard n’a pas publié jusqu’ici la démonstration qu’il a obtenue; noiis 
allons donc faire connaître celle que nous avons donnée dans notre Cours, à la 
Faculté des Sciences de Bordeaux, pendant l’année scolaire 1900-1901. 

Formons - 


Ù 0 X 

Ol 


Selon la première égalité (1), nous aurons 


Mais 


On a donc 



( 1 ) Dk Saint-Venant, Problème des mouvements que peuvent prendre les divers 
points d'une masse liquide, ou solide ductile, contenue dans mi vase à parois verti¬ 
cales, pendant son écoulement par un orifice horizontal inférieur {Comptes rendus, 
t. LXVfff, 1 SG 9 , p. 221 ); 

(*) Bresse, Fonction des vitesses, extension des théorèmes de J.a grange au cas d'un 
fluide imparfait (Comptes rendus, t. XC, 1880, p. Soi). 

( 3 ) Bresse, Jtéponse à une Note de M» Boussinesq {Comptes rendus, t. XC, 1880, p. 857). 

(') B- 1 > oincark, Théorie des tourbillons, p. iq 3 . Paris, 189I. 

( 5 ) J, IIadasiard, Bulletin de la Société mathématique de France, l. XX fX, 1901. 
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ou bien, en tenant compte des égalités (i) cl en posant 


toi 


n Ou Oi’ Otv 

0 = -T- -t- 'T— -t- 

Ox O y 0 v 


(*) 


Ol 


0 dw 
dy ~ïU 


0 dy 
Oz dt 


o> 


f. Ou Ou . Ou 

tàjç y- 0)y *p -h <*> s 'y* 


— U 


Oo>x t . lr O'A 


Ox 


ày 


Oz 


Les quantités sont susceptibles d’expressions analogues. 

Ces expressions sont d’origine purement cinématique; elles sont donc entiè¬ 
rement générales. 

Nous allons maintenant faire appel à des considérations dynamiques qui res¬ 
treindront singulièrement la portée de nos raisonnements. 

Nous supposerons que le cas étudié est un des cas, définis au Chapitre III de 
la première Partie* où il existe Une fonction s, /)• Les équations de 

l’hydrodynamique prendront alors la forme [l re Partie, égalités ( ,5 7 )] 


( 3 ) 


/ OA du 
Ox + dt 

OA ^ dv 
Oy + dl 

OA dw 
Oz dt 


}x 

o 




<h 

? 

( lz 

P 


= O. 


^ — O. 


Supposons tout d’ahord que le lluide soit non visqueux; on aura 


<Jx = o, 


q y ~ o, 


</z=O l 


et leségalilc's ( 3 ) donneront 


/ 0 

dw 

ô di » 

= 0, 

\ày 

dt 

Oz dl 

) 0 

du 

0 dw 


Oz 

dt 

Ox dl 

-0, 

0 

d\> 

0 du 

= 0. 

Ox 

dt 

ôf'Tiï “ 


Supposons mainlenaul (pie ic uuiuc suu non uisqucm 


i i * * 

qu’il soit visqueux , mais qu’il soit incômpressible et que sa température soi 
à chaque instant, uniforme; p et T étant, dans ce dernier cas, itulépcndan 
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de x } y, v, nous aurons [l rc Irrite, égalités ( 58 )] 


! 7 £ 
9 


.f , Ki„, 

p p 


( 5 ) 


7 y X + [A ÔO 


P 


<h 
\ P 


. - , -h - Ai>, 

P P 

P Oz o 


et ces égaillés peuvent 'encore s’écrire dans le premier cas, car alors les deux 
membres sont identiquement nuis. 

Les égalités ( 3 ) et ( 5 ) donnent alors les égalités 


(6) 


/ d d\v 
1 OylÜ 

0 du 
ô z dl 

0 (U* 

\ Ox dl 


d dv 
Oz dl 

0 du 1 


— A'j) 


X» 


ôx dl 

ô du 

ôy (Il 


K A'j) 


y» 


-Awj, 

? 


qui renferment les égalités (4) comme cas particuliers. 
En Vertu de ces égalités (G), les égalités (a) deviennent 


d«j 

( 7 ) {SI 


A Ou Oit Ou 

VWx î— fj) x ~i f Wy H CO- 

d.t* d/ r d; 


Oti x 

u 

Ox 


0(>\ c 0(o x -U * 

— (’ ~— (V — Hh — A Ci) 

J/ dô P 


-r> 


Ces égalités (7) conduisent immédiatement au théorème suivant : 


Si Von a, à l 9 instant /<>> pour loui point intérieur à un volume Jini E, 


( 8 ) 


0) >• ^ o, 


G) v — O, 


6)- = 0< 


on aura aussi à Vinstant t 0i pour lotit point intérieur à ce volume E, 


( 9 ) 


Oü ij 

àt 


o, 


dc» 3 v 


do) 3 

Ot 


= 0. 


Il est clair, d’ailleurs, qu’en tout point du domaine E, les dérivées des divers 
ordres par rapport à #, y y s de ~jf y son * ®l> a ^ es a °* 

Nous allons démontrer maintenant le théorème suivant : 


' Supposons ([u 9 à Vinstant l Q et pour tous les points intérieurs au volume E, 




les tjuaniitès 


IlECIlUiUlKS SUU L IIYIMIOUYNAMIQI'E. 


IOÜ 



à't'ijc 

‘ à* <*) x 

taxi 

Ol * 

.... ■ - * • 
ôt n 


l)toy 

J * «y 

tayt 

Ot * 

• • • l -- » 


à'.t- 

d-<•)- 

0)-, 

ôt ’ 

” ’ ~dr* * 


soient toutes égales à o, cas auquel il en est de meme des dérivées de tous 
ordres de ces quantités par rapport à x , y, s. /Vous aurons aussi à l’instant l 0 
et en tout point intérieur au volume E, 


(10) 


t>" M 6)„ 

~ôi~» 


— O, 


--—- — o 

ùt*+ l * 


d n+ï M z 

Jt /! + l 


= o, 


Poiir démontrer celte proposition, il suffit de difterentier n fois par rapport à t 
les égaillés (7); tandis que les premiers membres deviennent identiques aiix 
premiers membres des égalités (io), les seconds membres deviennent des fonctions 
linéaires et homogènes des diverses dérivées que nous savons cire milles. 

Eu réunissant les deux théorèmes que nous venons de démontrer, nous par¬ 
venons à la proposition suivante : 

Si l'on a, à Vinstant / 0 * pour tout point intérieur au volume fini E, 

(8) 0>*=O, 0K-=O, 0)-=O, 


les dérivées partielles de tous les ordres, par rapport à s, t de to X) (o y) w. 
sont /utiles à l'instant en tout point intérieur au volume É. 


La formule 


dr,y x ô(*y x d&) x dw x 0(*) x 

m d£ d*r d/ dj 


nous montre que ~~ s’exprime en fonction linéaire cl homogène des dérivées 

partielles du premier ordre de to x . 

Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant : 

Si^jffT s'exprime en fonction linéaire et homogène des dérivées partielles 
des n premiers ordres de s'exprime en fonction linéaire et homo¬ 

gène des dérivées partielles des (n 4- 1) premiers ordres de o>^. 



I 0/| 

On a, en effet, 


t\ DU il KM* 


ô d n (is x ô d n fA x 0 d n to x 0 d* tA x 

x ~ 4 - U -z -H- i'~-— -l- %%• \~ 


< 

Mais, par hypothèse, 


cf*t* *//" c?j' Oz dt n 


dt 


? =2 A. 


(î/'+'Z+'+'M* 
7 " OxP dy'i dz r ôL s 


(p +(/ + r-hs^n). 


On a donc 


d y* fi d/' +7+rw+i 6> J - d\,„ irs Ù>'+ , >' rr+t rA x \ 

<J.» </t". ~Z< y' 717 " J.t'/' H dy/ ^ + ùx 0x‘‘ Oÿ) Jz r ôl s J 

A d " M r _vYv jK4gt r V +l .o,x dA^yr* d'"v |rf ^,>x \ 
<J>* <//'* ^-«rf y v ' irs dx 1 ’ ûy'** 1 à: r dt s ùy ôx** dy f/ 0z r Ot s j 

Ù d* <A X _«/ d''W r * s û x X 

\ x /, ' /r/ ^ ûy'i dz'+ l 0t s à z Ox" à y* ôz r ôL s ) ' 

o </"6 ) X _^«/. /M,. /r x r^ ri xi 

d/ <//'* ”~iLi Y cte" d;"/ d3 r di** 1 r Ol dx” ùy* dz r 0i s )* 

Le théorème énoncé est alors évident. 

On en tire de suite la proposition que voici : 


r , «. , d n 0) x d n 0) r d n 0> z i *. , . . . i* 

Les quantités -jpf > s expriment, quel que sou n y en Jonctions 


linéaires et homogènes des dérivées partielles jusqu*à Vordre n de to X) 6> r , io z 


Cette proposition, rapprochée de celle que nous avons précédemment démontrée, 
entraîne celte autre ; 


Si Von a à Vinstant / 0 , pour tous les points intérieurs à un certain espace K, 

(8) &)*= O, 0)j- = O, 0)- r= O, 

on a aussi au même instant, pour les mêmes points et quel que soit n. 



d n <A x d n fi) y d n o) - 

~dt*~°' dt* —° % ~d^- 0 ' 


Passons maintenant des notations d’Euler aux notations de Lagrange. Soient r/, 

b } c , à l’instant initial / 0 , les coordonnées d’un point matériel appartenant au 

» • 

fluide; scs coordonnées x y y y 3, à l’instant t, seront des fonctions de a, b } c, / : 

x = x ( a, b , c, /), 

z z=i z(a t b, v, l)* 
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Considérons les points matériels qiii, à l'instant / 0 , se trouvent à l'intérieur du 
volume lîj supposons que pôiir ces points matériels, entre les instants / 0I /,, les 
fonctions a?(d, b y c, /), y(O y b , c, /), z(a y b y c } t) soient des fonctions analytiques 
de a } b , c y l. 


Les égalités 


Ii= d.r{a t b, c,i) 
Ol 


Oy(a, b t c % t) 
Ot 




àz(a t b,c 9 ( ) 

01 


montrent qu'il en est de même de u(a f b } e, /), u(d, b } c y /), ir(*/, b y c, /). 
On a, d'ailleurs, 


dm 

de 

du» 0a 

du» d& 

du» de 

'Ai — “T- 

<>y 

~ (h ~~ 

0a Oy 

^ dd ôy 

"*"* de dy 



du Oa 

du d£ 

du de 



0a Oz 

d& de- 

Oc Oz 


ou bien, selon les égalités (239) de la deuxième Partie de ces Recherches, 
M __l r l 2t z,æ) du» Ou* P(5,.r) Ou* 

Ajr (0 [ l)(b,c) ôa l)(c, a) 0b î> b) Oc 

I)(a?» r) du J)(»r, y) du I)(.r,y) du*1 

l)(ù,c) 0a i){c,a) 0b J ){a\b) de J 


De celle égalité et de deux égalités analogues relatives à or,-, to s , il résulte que, 
pour les points considérés et pendant le temps considéré, <.>*, o) r , (o z sont des 
fonctions analytiques de a % b y c, J. 

Cela posé, supposons que, pour chacun des points considérés et à l'instant / 0 , 
nous ayons 


( 8 ) G)*— O, M y =O t 6)3 o. 

D’après ce que nous avons vu, nous aurons pour les mêmes points, au même 
instant et quel que soit /*, 



1 0 n 

h c t i) = o t 

~^ z (a } b y c y t) = o, 


en sorte que, pour ces mêmes points matériels, les égalités ( 8 ) demeureront 
constamment vérifiées entre les instants t 0 et i { . D'où la proposition suivante : 
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Si, à un instant donné t 0 , les trois rotations sont nitfles pour tous les points 
matériels (pii remplissent un certain volume Jiiii, elles demeureront nul les 
pour ces mêmes points tant que les coordonnées de chacun d'eux s'exprime¬ 
ront en fonctions analytiques des variables de Lagrange* 

Pcni-il arriver que, pour lin point matériel M, pris parmi ceux que nous 
venons d'étudier, les quantités 6>j.j o>y, g> 2 cessent d’étre toutes trois égales à o 
à partir d’un cértaiii instant/,, postérieur à / 0 ? Il faudra pour cela cjii'aii 
moment ou l’on traverse l’instant i t} les coordonnées x(à\b, c , /), ÿ{tiï b,c\ *•)$. 
z{a, b j c, t) du point M cessent de varier analytiquement'avec t\ il faudra donc 
qu’à l’instant / le mouvement de lotis les points d’une masse d’étendue linic, 
dont fait partie lè point Al, cesse d’élrè analytique, oii bien (pie le point M 
se trouve sur une surface singulière, oU sur une ligné singulière, ou en im point 
singulier. 

Examinons d’abord le cas ou, à l’instant t, le point M se trouverait sur Une 
surface singulière. 

D’après ce que nous avons vu en la seconde Partie deces Hècherchës, il existe 
deux sortes de surfaces singulières. Les surfaces de la première sorte passent sans 
cesse par les mêmes points matériels i elles peuvent sé rencontrer en tous les 
fluides, sauf au sein des fluides visqueux, incompressibles et bons conducteurs 
de la chaleur. Les surfaces de la deuxième sorte se propagent; elles ne peuvent 
se rencontrer qu’au sein (les fluides compressibles parfaits; ce sont ou bien des 
. ondes de choc ou bien des ondes longitudinales. 

Pour que le point M piU se trouver à l’instant /, sur une onde de la première 
sorte, il faudrait, qu’il s’y trouvât à l’instant / 0 , ce que nous ne supposerons 
pas; il nous reste donc à supposer (pie le fluide est compressible et parfait 
et à examiner ce qui arrive si tino surface singulière, en sé propageant, ren¬ 
contre à l’instant /, le point M; nous supposerons, d'ailleurs, qu'aucune 
onde de choc ne parcoure le milieu, en sorte que la surface singulière consi¬ 
dérée sera une onde au moins du premier ordre par rapport à //, v , w } et longi¬ 
tudinale. 

Reprenons les notations employées aux Chapitres III et IV de la première 
Partie. 

Lorsque le temps / s’approche de /, par valeurs inférieures à /,, //,<», (i* tendent 
vers des limites //,, (>,, u», ; g) x , My, <ù z tendent vers des limites 


dm, de, 




du% 

ôz 




de, 

dr 


du i 


. 


Lorsque le temps / s’approche de /, par valeurs supérieures à //, i», o» tendent 
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vers des limites <* 2 , un*; to*, v X} ta* tendent vers des limites 

_ dù’i dr, Oitt d\v È _d**j d//j 

'A** ds y 0) >* 1 d*c d/ 

« Mais l’onde étant au moins du premier ordre par rapport à i /, i>, m, il existe 
un vecteur (/ 0 , /w 0> n 0 ) tel (pic l’on ait [I ,e Partie, égalités (211)] 


0 (u’j U’,) 

— pïtùi 

d(<’, — e,) 

= Y *n 0» 

<iy 

d; 



d(ii*i—1«‘,) 

= *"o» 

à; 

—* / *Q> 

do-* 

<>(*•* — »’i) 

Ox 

= «/Wo> 

d( //* — //O 
Oy 

11 

0"^ 


et, par conséquent, 

<>'xi = — Y m i* 

G)_>-j 0), j — '/ /(> Ù tlç) 

o)-j — o)-, — â/n 0 — ^ / t . 

Mais Ponde étant longitudinale, on a [/oc* cil., égalités (aa 3 )] 

4 __ "û # 

a p y’ 

O11 a donc 

(12) *â r j = G) X l> G\)>~6)yji G)-," G)-|. 

Comme on a, par hypothèse, 

0) X 1 = O* WjrJ — O, G) 5 j — o, 

on aura aussi 

( 13 ) 0)jei=O, ü} yi =0 9 G)-,— O. 


Selon les égaillés (12), l’onde considérée esl onde au moins du premier ordre 
pour Mj-, My, Oj;; il exislc donc trois quantités O x , fl z telles que l’on ait 




à('i)jci — Wj-i ) 


d-v 


a<> 


- V Ï-JC, 


dÇvjct— 

ày 


= pa 


xt 


à{Wjei— 65 * l) 

d; 


Y "jet 


d/ 


0 


et deux autres groupes analogues. 

D'autre part, comme le fluide considéré est un fluide parfait, l’égalité (9), 

D., II. i 5 
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vérifiée en lotit point du fluide, devient simplement 


, w. d« r Ô ><) x . t)r,y x û'tlj- 

(» 0 ) ~~ + + V-v A - (-<•• 


/de 

W 


de d>e\ 

di; 


dn 


du 


+ 7ït J«i+' 


; dt ‘ " d.e 1 ’ dy 1 " d- 
Les égalités (i 4 ) et (i 5 ) montrent sans peine que l’on a, en tout point de l’onde, 


(au -f- ( 3 e 4- yu>— £>!>)&; 


-[ 


d(e,— e, ) d (te,--«•,) 

""- + 


] 


n .O(tt t ~ii,) d(ûi — u,) 

o) x 4- - tît: -<»V i*-— 0 )-. 


dr 


Oy Oz 

Jointe aux égalités (i 3 ), cctté égalité donne 

(oui 4- ( 3 t’ 4 - yir— o. 


Or, l’onde considérée se propage, en sorte cjiie (eut + yiv 
ment difiêrent de o ; on a donc 


Oz 


Pô) est assuré- 


P^o 


ou bien, en vertu des égalités (i 4 )> 

, à™xt •_ àtaxi . àtojçj „ dM 

* ' Ox ~~ do? 1 dy Oy 

et comme on a, par hypothèse* 


x\ Oo) JC1 ■ d'Mjci 0(t)xi Ob)x i 

, • - - - : — ) r~ - - - ». J 


“ Oz * 


01 


Ol 



ôu x{ 


dr^t 

Ooyjci 

o, 

ÔMxi 



Ox 

o, 

-T— “O, 

<>>' 

Oz ~ 

ôt 

on obtient le premier 

groupe d’égalités 






0 (O xi __ 



ÔMxi 


Ô'Aet 



, Ox 

-o, 

j— ~ O, 

ày 

ÔZ “ 

= 0 , 

ôl 

= 0 » 

(<7) 1 

^ S* 

fc «T 

II 

-o, 

0 '*) ri 

Oy ~°* 

ôz - 

: O, 

ÔMyl 

Ot 



f d &>- 2 _ 

[ d.s 

- o> 

* V* 
w» 

Il 

■ O 

S0 

ôoy-t _ 

-o, 

Or») zi 
ôt 

r— 0 - 


Les deux autres groupes se démontrent d’une manière analogue. 

Nous allons étendre des égalités aux valeurs prises, à l’instant t x cl au point M, 
par les dérivées partielles d’ordre quelconque de 0 )$. 

Supposons, en eftet, qu’elles soient démontrées pour les dérivées partielles 
de o) x> 6 ) r , t>>* jusqu’à l’ordre n inclusivement, cl proposons-nous de les étendre 
aux dérivées partielles d’ordre (n H- i) des mêmes quantités. 

Considérons l’équation (i 5 ), qui est vérifiée en tout point du milieu, cf'diffé* 




iiECHF.nr.HF.s sun i.’iiyorodvxamiquf.. 109 

rentionsdà P fois par rapport à X 9 Q fois par rapport ï\y' f H fois par rapport 5 z> 
P, Q, U vérifiant légalité 

P + Q -f- H = /i. 

Kilo nous donnera liric égnltté tic* la forme 

0 nvï v x d ,,fi 6> x ~ f 

dïdjPd'ÿ* ôz* + ## 0 x v+i dy" dz?' + V dv v d)'** à s" + W dx* dy* d; ,l+l ~~ J% 

m • 

f étant une fonction linéaire cl homogène de o) x y i,} z cl de leurs dérivées par¬ 
tielles jusqu’à l’ordre n inclusivement; d’après ce epic nous supposons démontré, 
la valeur de f au point M tend vers o lorsque le temps t s’approche de /, soit par 
valeurs inférieures à soit pàr valeurs supérieures à 7 t . 

Nous aurons donc, au point ÏI et à l’instant 

à''+ t (üjci-~ 0 )jc l ) n xt ) r d /,M (r.Vj— v XJ ) _ 

ôt dx'' dy» àz n dx''+* dy* 0 ~J l dx v dy ^ 1 àz" dx 1 'ày» àz* +l . 

Mais, d’autre part, d’après ce (pic nous supposons démontré, l’onde (pii passe 
ail point M à l’instant / est uiic onde persistante dont l’ordre par rapport a 6)* 
n’est pas inférieur à (/r+ l). Il existe donc une grandeur Q x telle que toutes les 
dérivées d’ordre (// -M) de (t*) x2 —w x j) soient données, nu point M et à l'instant t if 
par la formule 


09 ) 


<) u + l (to xi — m x< ) 
da i' ôy r/ ô^ r dl s 


:=<*/> ( 3 ? y r ( — dï>yQ x 


(P -h q + r + 5 = « + i). 


Selon celte formule, légalité (iH) devient 

(au 4- pu n-yir — dL ) aS ( 3 **y n Q x — o. 


L’onde étant une onde qui se propage, (au +(îv yw — DL) n'est pas égal à o; 
l’égalité précédente exige donc que l’on ait 


£l x ~o, 

en sorte que l’égalité (19) devient 


d' , + l *) xi _ d" +, G) x , 

0 1+ df* dz r àl s ~~ dxf‘ dyv d: r 01 * ’ 

Mais, selon l’hypothèse faite, toutes les dernées partielles de o> XJ sont iiullcs au 
point M et à l’instant /, ; on a donc, en ce point et à cet instant, 


'd n+î toxi _ 

àx*’ dyv ôz r dT s 




On démontretait des égalités analogues [mur to yi et <o* 2 . 
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Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

‘"Airpoint lorsque là lôiiïps l tend vers tfpar valeurs supérieures à L, les 

dérivéès partielles d y ordre quelconque de ù Xj to r , to* tendent toutes vers o. 


Dès lors, en vertu d’un lehiiric précédemment démontré, il en est dé mérite, 
quel que soit n, des quantités 

d* 6> x d n fj) x d n ri z 
~dï u ' ~~dï^ y dt n ’ 


Depuis l'instant /{jusqu'à un instant postérieur les coordonnées x(a, b, c, /), 
y (r/j 6, c, /), s(tf, 6, c, /) du poiiit M redeviendront fonctions analytiques de /. 
Dès lors, entre les instants /,, t 2 j les trois rotations w x , oy )} tù z relatives aii 
point M resteront égales à zéro. 

Lors donc qu’au sein d’un fluide parfait, Une onde longitudinale interrompt le 
caractère analytique du mouvement, elle n'émpèche point le théorème prccé- 
demment démontré de demeurer exact. 


Dès lors, considérons irn fluide pris dans les conditions qui ont été énumérées 
au début de ce Paragraphe, et exempt d'onde de choc. 

Mettons à part : 


i° Les points matériels qui forment des surfaces singulières exemples de 
propagation; 

2° Les points matériels qui, pendant la durée du mouvement, seront ren¬ 
contrés par des lignes singulières; en général , ces points formeront certaines 
surfaces ; 

3 ° Les points matériels qui, à un instant quelconque du mouvement, devien¬ 
dront points singuliers ; en général, ces points se succéderont sur certaines 
lignes , 

Pour tout autre point matériel, si les quantités <*>* sont égales 

à zéro au début du mouvement, elles sont égales à zéro pendant toute la 
durée du mouvement . 


Dans Un fluide en repos, <o r , <o r , te z sont nids en tout point; dès lors, le théo¬ 
rème précédent entraîne le corollaire que voici : 

Supposons qu'un fluide, pris dans les conditions qui ont été définies au 
début de ce paragraphe, et parlant du repos, soit mis en mouvement sans 
qu'à aucun moment ta vitesse d'aucun point matériel soit discontinue . A 
aucun instant du mouvement, on ne pourra trouver dans le fluide un volume 
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(V étenduefinie en tout point duquel l'une (la trois rotations <o x , <o r , to z soit 
différente tle zéro. 

Les deux propositions que nous venons dénoncer sont subordonnées à une 
supposition fondamentale) hors de laquelle elles pourraient être fausses; elles 
supposent qu*AU cotms nu uài«s ni: tkmps Alquki/ox i.i:s ai‘i»liquk, ii, x’kxistk au- 
cux i.vstaxt t rouit uaquriu uks coonnoxAi:us &'(a y b , c,/), y(a<> b , c i /), z(a 3 b, e, /) 

DK TOUS LKS POINTS MATKIWKLS QUI CÔMI'OSKAt UXK AlASSK ITM K CKSSKKVIKXT u’ktKK 
DKS FOXCTIOXS ANALYTIQUES UK t . 

Nous Verrons dans la suite Pimpoiiancc de celte restriction. 

Cette restriction ne pèse pas sur le théorème de Lagrange lorsqu’on se home à 
l’appliquer aux fluides parfaits; dans ce cas, en effet, la démonstration de 
Câiïchÿj aussi bien que la démonstration de W. Thomson sont applicables, et 
ces démonstrations supposent seulement que les dérivées partielles du second 
ordre de #(r/, 6, c, /), ÿ(a , b , c, z(a } b , c, /) existent et sont finies pour le 
laps de temps et pour la masse fluide auxquels on applique le théorème. 


§ 2 . — T'oitMF, IIKS ACTIONS UK VISCOSITÉ l.OKSQUK Ï.KS UOTATIONS SONT NUÛIÆS. 

Imaginons im milieu ayant en tout point meme densité et meme température. 
Les composantes du champ de viscosité, données par les égalités ( 5 S) de la 
première Partie, deviendront 

r/ x ~(). + H)- f ~+>xà'i. 

rï . 

'/y-O+P-)^ -t-y-àr, 
fl) ~ +;x A<r, 

4 

tandis que les composantes, en chaque point de la surface, de la pression de visco¬ 
sité seront données par les égalités ( 5 ^) de la première Partie : 


Px — 


Py 


).9 cos(/i/, + 1 f[^ cos ( ,, /. i; ) +• ^.cos(«/, v) •+- cos(/j/, .-)j, 


Pz 


).0cos(/i,-, )•) + f*— -t- p [ ^ cos( h,-, æ) + ~ cos (/<-,/) + ^ cosc-)J, 
}.tfcos(/»,-, s) + -I- . W |^^T cos(« f , .r) + — ; cos(/f/,j')-t- ^ cos(// fl s)J. 
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Visiblement, ccs six égalités peuvent être remplacées par les suivantes : 




*h = 


00 . f Ùùy 




dv Ô) 


0 '*}z\ 

[yj 


f h 


/Y*.; \\Ü0 ' /*)*)- 

,, . \ OO f Otox à'liy\ 

U + *iï7r= + *[-Jjr—W)’ 


pjc— ).0COS(/J/, x) + fJt[M s COS(«V*J ) — 0) r cos(/!/, :)] + 2(J.-~ » 
il' ' { 7 i* 

/7 y =: ).<> cos(/!,,_)■) + f*[« x cos(«/, s) ~6)- cos(///, a*)] 
p z — I0cos(n h v) -f- [i[o> r cos(///,cr) — 6),cos(// # -,y)] 4- * 

{//! j 


Si nous considérons maintenant le fluide viscpicux étudie au Paragraphe précé 
dent, nous aurons, en tout point dé ce fluide et à tout instant, 


par hypothèse, et 


0 — o 


fj) x — O, 0)y — O, 6 ); o 


par démonstration. Alors les égalités précédentes deviendront 
(20) '/*— o, (J) = o, q z = o 


et 


(*0 


du 

P^^ÔJT/ 


/V= 9 f* 







Les égaillés (9.0) nous montrent cjuW .«?/« r/’w/i fluide visqueux, incompres¬ 
sible, dont toits les points sont à la meme température et oti lès rotations sont 
milles, les équations indéfinies du mouvement sont les niâmes que si le fluide 
était non visqueux. 
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CHAPITRE II. 


LB TilHOHÈMB DK LAGRANGE ET LES CONDITIONS AUX LIMITES. 


§ I. — Uiv fLuioe am.mk n’ü*\ mOuvkmkAt sax$ rotation peut-il AdhCuKii 

A h A SUJIFÂCK D 5 UN SOI.ÎDK Qu’iL bAIGKK? 

Ait sein d’une massé fluide îraçohè une certaine aire limite À dont L est le 
contour J supposons que les composantes w, V, iv de la vitesse soient finies en tous 
les points dé l’aire Ai Si rions désignons par r/S un élément de l’aire A, par n la 
normale à cet élément menée dans un sens convenable, la formule d’Ampère el de 
Stokès nous permettra décrire 

J > ' [è) x côs(’/i > *-d 7 )'+ 6 i r cos (/*,/) 4- oi- cos(/i } s)]r/S = / (// i/x -1- vdy 4 - n uh). 

À * ” L 

Si le mouvement du fluide est sans rotation, 

6).ç— o, 0 >y^=0, 6) 5 ==Ô 


et légalité précédente devient 


(22) 


/(» 

•'L 


r/j? -1- e rfp 4- ir rfc) r= o. 


Eu faisant Usage d’une dénomination empruntée à AV. Thomson, on peut 
t’énoncer ainsi : 

La circulation le long de la ligne fermée L est égale à zéro. 

Supposons que le fluide baigne un certain solide en mouvement et qu’il adhère 
à sa surface. Supposons, en outre, que la vitesse d’un point quelconque du solide 
demeuré constamment finie. 

Dire que le fluide adhère au solide le long de leur commune surface, c’est-à- 
dire que si l’on prend deux points matériels infiniment voisins l’un de l’autre, 
l’un appartenant au fluide cl l’autre au solide, les vitesses de ces points diffèrent 
infiniment peu en grandeur et en direction. 

11 en résulte, en premier lieu, qu’en tout point du fluide, infiniment voisin de 
la surface du solide, les composantes n, 0, w de la vitesse sont finies, en sorte 
que l’égalité (22) s'applique à toute ligne fermée tracée dans le fluide au voi¬ 
sinage de la surface du solide* 

Il en résulte, en second lieu, que celle même égalité doit s’appliquer à une 
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ligne fenyiéç c}isç|com}UC, lraçéjL^ là smfacç «lu soîidei en supposant qi.m rt, p, *y 
soient les coin posantes île la vitesse d’un point matériel appartenant an solide. 
Voyons si ce dernier résultat est, en général, acceptable. 

L’expression (il dx -h y dy n> dz) représente le produit de l’élément dL t 
appartenant à la courbe L, par la projection sur cet élément dé la vitesse d'un 
point qui en fait partie. Pour obtenir ce produit, on peut décomposer comme 
l’on veut la vitesse du point .j\f, former pour chacune de ses composantes le 
produit analogue cl ajouter ensemble tous ces produits. 

Or, là vitesse de tout point M (lu solide est la résultante des vitesses du même 
point en deux autres mouvements du même solide : mi mouvement de rotation 
ijui, dans le temps y//, fait tourner le solide d’un angle 0 dt autour d’une certaine 
droite D, et un mouvement de translation par lequel, dans je temps y//, tous les 
points du solide se déplacent d’une longueur \ dl parallèlement à la droite D. 

Comme courbe fermée L, prenons l’inlerscetion de la surface du solide par Un 
plan perpendiculaire à la droite D. Soient O l’înicrseelion de ce plan avec la 
droite D; / la distance du point O ou point M, origine de l’élément di,\ db l’angle 
sous lequel, du point O, on voit l’élément (IL. 

Le produit géométrique de l’élément dL et de la vitesse du point M dans le 
premier mouvement est Or- (M; quant au produit géométrique de l’élcmenl d\j et 
de la vitesse du point M dans le second mouvement, il est nul, car cette vitesse 
est perpendiculaire au plan de la courbe L. 

Nous aurons donc 


J^(a dx -y- v dy -v- iv dz) — 0 d>b — 2 cLO. 


(X, étant l’aire plane à laquelle la courbe L sert dé contour. 

Si 0 n’est pas nul, l’égalité ( 22 ) ne peut être vraie pour la courbe L. 


Donc, en général, an fluide dont le mouvement est exempt de rotations et 
qui baigne an solide en mouvement ne peut adhérer à la surface de ce solide . 


§ 2. — CoXSF.QUKXCKS UKJ.AXIVKS AUX FiaUUKS PARFAITS. 

Considérons, en premier lieu, un (luide entièrement dénué de viscosité. 

Pour que ce fluide n’adhère pas h u» solide qu’il baigne* il faut que le frotte¬ 
ment au contact du solide et du fluide soit nul et qu’il en soit de même de la 
viscosité au contact de ces deux corps. Si ce frottement et celle viscosité ne sont 
pas nuis tous deux, le üuidc adhère certainement au solide, en toutes cireon- 
slanoes, lé long de leur commune surface. 
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- Supposons d'autre pari, que lé (!iudu ulüdîu soit un ftîiïilccomjTrèssiblc oüjion 
compressible, mais qui se meut dan? des conditions telles qu’il existe une fonc¬ 
tion A(àr f J' 9 s, t) {Recherchés sur 'Vïlyilj'ôdyijtàtuqucj I re Partie, Chap. Ilf, § 2 ); 

Supposons, enfinj qu’à Pinslanl initial, le fluide cl le solide immergé soient en 
repos et qu’a partir de cet ctat de repos, ils se niellent en mouvement sans que la 
vitesse d’aucun point éprouve de variation brusque. Selon les démonstrations que 
Cauchy on W. Thomson ont données du théorème de Lagrange, le fluide prendra 
un mouvement sans rotation. Donc, d’après le théorème démontré au Para¬ 
graphe 1, il né pourra, en général, adhérer à la surface du solide. 

Nous sommes ainsi conduits à la conclusion suivante : 

Si un Jluiile , compressible ou /ion Compressible, niais entièrcinenl dénué de 
viscosité, se meut dè telle sorte qu'il existe une fonction \(x,y, r-, t), oh ne 
peut admettre, en général, qu'il existe soit un frottement, soit une viscosité 
au contact de cc jtuidc et d'un solide qu'il baigne . 

Pour Un système formé de pareils fluides, la seule forme logique que l'on puisse 
donner ait problème hydrodynamique consiste à admettre que l’on a simplement, 
Je long de la surface de contact d’un solide cl du fluide, ou de deux fluides 
différents, la relation 

(£/,— t/,) cos (N, a?) (r,— r*) cos(N,y) -h («•, — if*) cos(N T ,*) = o, 

dont l’origine est purement cinématique. 

C’est, en effet, sur ces fondements, logiquement irréprochables, mais souvent 
incapables de supporter une analyse ayant avec les faits d’expérience une suffi¬ 
sante affinité, que reposent la plupart des écrits classiques relatifs à l’IIydrodv- 
namiqué. 


§ 3 . — Les LIQUIDKS VISQUEUX KT l’kXISTEAUK DU FKOTTKMEXT 

AUX SUU FA CHS LIMITES. 

Considérons maintenant un fluide visqueux incompressible et assujetti à garder, 
ou cours de ses mouvements, une température invariable* Imaginons que ce 
fl 11 idc baigne certains solides mobiles. 

Mettons le système en mouvement sans secousse brusque, de telle sorte que la 
vitesse de chaque point matériel varie d’une manière continue. 

Les quantités/>!*,/>,en chaque point de la surface de contact S du solide 
et du fluide, parlent de o cl varient d’une manière continue avec /; il cil est de 
même de la projection dû vecteur/?, sur la surface S. 

Si le frottement au contact du solide et du fluide n'est pas nul, cas auquel 

13 ., IL tÜ 



I IÔ 


P. DUlIBMi 


r(o,j T) est assurciiieïu négaUff là projection du vecteur /)< sur la sur¬ 
face S demeure assurément inférieure à — r(dy* pi, gj, T), tant que t ne surprisse 
pas une certaine limite 0. Y)o\\c\ tant que t ne surpasse pasune certaine limite 0, 
le liquide demeure soudé au solide le long de leur commune surface . 

Supposons, ''icl’â ütre part , que les coordonnées des divers points matériels qui 
constituent le fluide varient analytiquement avec t depuis l'instant ini¬ 
tiait — t o jusqu'à V instant t = t , là différence (x —.t'ô) étant finie. D’après ce 
qui a clé déniontre au Paragraphe ij le théorème de Lagrange s’appliquerait 
à notre liquide visqueux de Pinstant t ==/ 0 à l’instant £ = pendant ce temps, 
le fluide serait sans rotation* 

Donc on pourrait, à partir de l'instant initial / 0 , déterminer un laps de 
temps fini pendant lequel te fluide serait dépourvu de rotation et adhérerait 
aux solides mobiles; en général, ces deux propositions sont contradictoires, 
comme nous l’avons vu au Paragraphe j. 

On ne peut lever cette contradiction qu'en admettant l'inie ait moins des 
deux hypothèses suivantes : 

i 0 II n'y a pas de frottement te long des surfaces de contact du solide et 
du fluide . 

2° Pour t — lç, les coordonnées des points du fluide ne sont pas fonctions 
analytiques de t* 

§ A . — Les liquides visqueux et la viscosité le lo\g des surfaces 

DK COATlCT AVEC les SOLIDES IMMERGÉS. 


Supposons que le liquide visqueux n’exerce aucun frottement à la surface des 
solides qtVîl baigne; nous aurons alors, en tout point de la surface de contact du 
solide cl du fluide, 


(23) 


r = o, é-o. 


Supposons, d’ailleurs, que la surface de contact lie soit pas exempte de visco¬ 
sité, en sorte que Pou ait 


( 24 ) 


f<o. 


Dans ce cas, le fluide ne demeure plus, en général, soudé au solide cl la 
difficulté que nous avons rencontrée au Paragraphe précédent ne se rencontrera 
plus. Mais nous allons rencontrer une autre difficulté analogue, en traitant certains 
problèmes, Je suivant par exemple : 

Considérons un solide de révolution immergé dans un fluide visqueux 
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indéfini. Imaginons que le système (ouf entier soit primitivement au repos, 
puis que, sans secousse, de manière que les vitesses de tous les points 
demeurent fonctions continues de t, le solide se mette à tourner autour de 
son axe de révolution . 

Peut-il arriver que le liquide demeure immobile ? 

Dans te cas, les actions de viscosité demeureraient milles en tout point de ce 
corps; en tout point de la surface de contact du solide et du (luidc, on aurait 

P\X~ C>, P\y — O, Pu—O» 

Comme on aurait également 
(ao) m = o, Vx = O t n\ = o 9 

en tenant compte de Légalité (« 3 ), on transformerait les égalités (80) de la 
troisième Partie en 

(IF, — ct)cos( //„#) = — fu u 
(II, — to)cos(#ii» y) — —fi'» 

* (II, — 35) ccs(/l,, C‘ ) “ — f\V t . 

Multiplions respectivement ces égalités par u 2y v 2i cl ajoutons membre 
à membre les résultats obtenus; en tenant compte des égalités (/\0 bis ) de la 
troisième Partie, (?./{) et (a5), nous trouverons l’égalité 

u\ 4- v\ 4- w\ = o, 

r 

qui est absurde, puisque le solide n’est pas immobile. 

Le fluide sc mettra donc en mouvement et ce mouvement sera forcément syme*. 
trique autour de Taxe de révolution du solide pris pour axe des z < 

Rapportons un point quelconque du système a des coordonnées cylin¬ 
driques /*, 0 , 5 . 

Continuons à désigner par w la composante parallèle & Os de la vitesse; soit II 
la composante centrifuge de la vitesse; soit 0 la composante perpendiculaire 
aux deux précédentes. Nous aurons évidemment 

u — H cos — 0 si n0, 

(’ = U siii 0 -t- 0 cos 0 . 

Les trois quantités R, 0 , ir peuvent dépendre de r cl de z, mais point de 0 . 
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Nous aurons alors 


/)//; 

du 

Ou 

Or 

Or 

ôæ 

Or 

4 / 

Or 


(2Û) 


U Sl!l 0 -f- BcOS# __ ... 09 . 

————— sintf -H f *-^eoâ9 — — sinv icosc/, 
r \dr Or J 

Ksih# *4- ÔcosO n _ (OU n 09 x r \ > r 
- j - 1 — COS 9 -f 4 ( jjj COS0 — jj sfnfljsinv, 

OU . A 09 ... 

—-COSV-r- SI 11 7, 

(/ v (/ v 


H'cos’Ô — 0sinO . /dît . _ d0_ 


/* 


sin$ + 


/oit 

\d/* 


sîhtf-f- .-cos 0 
Or / 


It cos# —• 0 sin 0 
r 


cos# 4- siit#4 -~ Cos#^ siii 0 , 


Oz 

dir 

Ox 

Oiv 

OJ' 

0 i\ 


on . h • 09 n 

-xr Slh#4- ~j-_ cos 0 % 
O Z - 


dz 


Otv 

= ^ ■ COS 7j 

Or 

dm . 

- x sll,5 > 


i om ou 

rds Oz 


Oi 

Ou 

ôz 


Ces relations permettraient d’obtenir les équations du mouvement dti fluide. 

Proposons-nous simplement de calculer, en chaque point de la surface (le 
contact du solide et du fluide, la composante p |0 du vecteur p\ dans la direction 
de la vitesse 0. 

Comme cette composante a évidemment une valeur indépendante de 0 , il stiffirà 
de la calculer pour 0 = o, c’est-à-dire en un point du plan sO.r; elle sc réduit 
alors iïpty ou bien, scion les égalités (v>i), à 

^dn f ~^Vr\ jj % s\n(f*„ '-H jjco s(/i/, z) \. 


Les égalités (aG), où l’on doit faire 0 — o, transformant l’expression précé¬ 
dente eh 


Or,- 


On a donc 

(v) 


rdO . , \ , d© / xi d0 

3 i w 37 *»»("/# <) -1- jpCO&Oi,, z) | = 


09 




Peut-il arriver que 0 soit nul en tous les points du fluide? S’il en était ainsi, 
l’équation (27) que nous venons d’olilenir donnerait, en tout point de la surface 
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<Ic contact du solide et du fluide, 


PA = o , 


cl, par conseillent, en tout point de ccïfc inéiiic surface, la vitesse relative dit 
solide et du fluide serait située dans le méridien; ïnais ceci exigerait, contraire¬ 
ment a î’Iiypolhèsc faite, cjiie 0 fût, en chaque point de cette surface, égal à la 
vitesse avec laquelle le solide tourne autour de O c*. 

fi n'est donc pas nul, en général, au sein du fluide; si nous traçons une circon¬ 
férence de rayon r ayant son centre sur Oc, 0 aura la môme valeur en tous les 
points de cette circonférence et la circulation le long de cette circonférence aura 
pour valeur 

C = 3 7i/*0. 


Supposons jnaintçiiâutqù’à partir de l’instant initial ta et taiil que t ne sur¬ 
passe pas une certaine limite, le fluide se meiïVcde telle sorte que les coordonnées 
de chaque point matériel soient des fonctions analytiques de /; nous pourrons 
faire usage du théorème démontre au Chapitre J, Paragraphe 1 , les compo¬ 
santes o> Xf tù r , oy z de la rotation seront milles en tout point du fluide pour tonte 
valeur de i inférieure à la limite considérée* 

Les quantités to*., co,., w s étant milles dans tout le fluide, la circulation G ne 
peut être différente de o le long d’inie courbe fermée que s’il existe une ligne 
singulière empêchant celle courliQ fermée de se réduire à un point. Par raison de 
symétrie, il ne peut exister ici de ligne singulière aboutissant à la surface du 
solide autre que l’axe (les c. On voit alors sans peine que la circulation le long 
d’une circonférence ayant son centre sur l’axe des z doit avoir pour valeur 

« = k(o, 

K (/) ayant, à un même instant, la même valeur pour toutes les circonférences de 
ce genre (pie l’on peut tracer au sein du fluide, au voisinage de la surface du 
solide. On aurait donc, en tout point pris nu sein du fluide, 


(*S) 


e=.m 


9 7 :/’ 


Considérons un point de la siirlace de contact du liquide et du solide; en ce 
point, l’égalité (7) serait applicable au liquide, tandis que la vitesse de rotation 
du solide serait Ü(l)r } en désignant par ü(f) sa vilessè angulaire de rotation à 
l’instant t\ dès lors, les égalités (80) de la quatrième Partie, jointes aux éga¬ 
lités (a) cl (7), donneraient, en tout point de la surface de contact du solide et du 
liquide, l’égalité 
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que Pégaltté (28) transforme en 


(* 9 ) 


- cos(/i/, /*) — f£l(t)r 

7 ï r* 1 ' 27 ir ^ v 


= o. 


II est clair qu'une telle égalité ne sàiuaîl iVlre, en général, vérifiée eu tous les 
points du solide; voici, entre autres, un moyen de faire éclater aux yeux celle 
impossibilité : 

Supposons que le solide présente plusieurs parallèles dé rayon maximum ou 
minimum; soient r 2) /*3j .les rayons de ces parallèles, rayons que l’on peut 
se donner arbitrairement; en tout point d’un tel parallèle, on aurait côs(n/, /*)= 1, 
et l’égalité (29) donnerait les égalités 


/ \K(0 

itr\ 2 tx t\J 12 (/) 

v ; / \k(o 

nr\ âir/*i'/ il{l) 

P / \K(*j 

7T/*| 2 7T/* 3 /fi(0 


= O, 

o, 

-t- //j — o, 


auxquelles, en général, il est impossible de satisfaire en disposant du seul 

f K(l) 

rapport^. 

La difficulté que nous venons de rencontrer en étudiant le mouvement d'un 
liquide visqueux exempt de frottement à la surface des solides qu'il baigne 
ne peut admettre que deux solutions : 

i° Ou bien les surfaces de contact du liquide et des solides sont exemptes 
de viscosité : 


( 3 o) f — o t 

2 0 Ou bien les coordonnées des points matériels qui constituent le fluide ne 
peuvent, à partir de l'instant inital t 0 du mouvement , s'exprimer en fonc¬ 
tions analytiques de t. 


§ S. - Ex.UIKX UES RÉSUI/rATS OBTEXUS AUX PEUX PARAGflAlUIES PRÉcéllEXTS. 

Si nous réunissons les résultats obtenus au Paragraphe 3 et au Paragraphe 4 , 
nous pouvons énoncer la proposition que voici: 

Lorsqu'un système formé de solides mobiles et d'un liquide visqueux , de 
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température uniforme cl invariable, part du repos et se met en mouvement 
sans secousse brusque, les lois de ce mouvement pictent à contradiction, 
à moins que l’on admette l’une ou Vautre des hypothèses suivantes: 

i° Les surfaces de contact des solides et du liquide ne sont affectées ni de 
viscosité , ni de frottement ; 

2° Il est impossible , à partir de Vinstant initial t 0 dit mouvement, d'expri¬ 
mer les coordonnées de chacun des points matériels qui composent le fluide 
en fonction analytique de t. 


Examinons successivement ces deux hypothèses. 

Si nous admettons la preinièrc hypothèse* nous devrons imaginer que le mou¬ 
vement d’un liquide visqueux est assujetti, le long des parois fixes où mobiles 
auxquelles il confine, à la seule condition 

• , ; V , • 

( 3 i) («j— «0 côs(N, x) + (i»,— v t ) cos(N,y) 4- (m, — m t )cos(N, z) — o, 

qui est d'origine purement cinématique. 

Mais un autre poiiit est egalement hors de doute* La considération de la visco¬ 
sité intrinsèque des liquides serait impuissante à fournir des équations comparables 
aux faits d’expérience les mieux constatés si Ton se bornait à l’emploi, le long des 
surfaces terminales.*de la condition ( 3 1 ). 11 pourrait même arriver que la solution 
de certains problèmes essentiels devînt alors indéterminée. 

Examinons, par exemple, le célèbre problème de Poiscuille : 

Un liquide, parvenu à Vêlai de régime permanent, s’écoule par filets 
parallèles à Vintérieur d'un conduit cylindrique (Recherches, IV e Partie, 
Cliap. Ht, § 4 ). 

Nous pourrons encore établir que la vitesse iv vérifie l’équation aux dérivées 
partielles [/oc* ait., équation (1 32 W!a?)] 


(3a) 


û 9 w 


0 i i\ t 

dp 



Mais la vitesse iv étant, en chaque point, tangente à la paroi solide, la condi¬ 
tion ( 3 i) sera vérifiée d’ellc-mème; nous n’aurons donc, pour déterminer ir, que 
l’équation ( 3 ?.), qui ne saurait suffire à celte objet. 

I^a première des deux hypothèses énoncées doit donc être rejetée cl nous 
sommes contraints d'adopter la seconde, qui peut, plus explicitement, être for¬ 
mulée de la manière suivante : 


Au sein d’un liquide visqueux, en contact avec des solides fixes ou mobiles } 
il existe un domaine fini, contigu aux parois solides, où les coordonnées des 
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divers points matériels ne sont pas exprimables en fonctions analytiques du 
temps à partir de l } instant initial du mouvement; Ce domaine peut com 
prendre tout le jiuidc . S’il comprend seulement une partie du /laide, cette 
partie se compose des mêmes masses pendant toute la durée du mouvement . 

Celle pioposilion foiulalncnlâle à été découverte par Àt. Botissincsq (* ) ; dans 
un cas très simple, M. Boiissincsq a pu donner, sotis forme finie, les lois du 
mouvement dYiïi liquide qui part du repos et qui demeure adhérent a une paroi 
solide; là solution obtenue est, ci) effet, non analytique pour la valeur de / qui 
correspond au début du mouvementi * 

Il esl permis de remarquer qu’aux difficultés que nous avons signalées une 
solution, différente de celle qu’a proposée M. Botissincsq, attrait pu sc présenter 
comme acceptable. On aurait pu imaginer que les coordonnées de chacun des 
points matériels du fluide situés à distance finie des parois solides s’expriment en 
fonctions analytiques de /, i partir de l’iiistàut initial du mouvement, et jlisqiiVi 
un certain instant ; mais qu’en même temps, a l’instant initial du mouvement) 
une onde se détaebe de la paroi solide cl se propage dans le Ituidc. Les rotations 
seraient alors, a un instant donné, nulles pour les points matériels que l’onde n’a 
paà encore atteints, et différentes de zéro , pour les points matériels qtPélfc a 
dépassés. En prouvant, dans la seconde Partie de ecs Recherches, qu’une on'dc'iic 
pouvait se propager ait sein d’un fluide visqueux, nous avons*rendu çcttê opinion 
inacceptable et, partant, mis hors de doute l’interprétation proposée par îVL Bous- 
sinesq. 

Mais une grave question se présente maintenant. Sera-t-il toujours possible de 
trouver, pour les équations du mouvement d’un fluide visqueux qui part du 
repos, des intégrales non analytiques h l’instant initial? Le problème que M. Bous- 
sinesq a pu résoudre dans un cas particulier admettra-t-il une solution en général? 
11 semble malaisé de répondre à cette question. Il est permis de se demander si 
l’élude du mouvement des fluides visqueux ne conduira pas, dans certains cas, A 
d’insurmontables contradictions. 


(*) J. Ooissinhso, Sur ta manière dont tes frottements entrent en jeu dans un Jtutile 
qui sort de t'etât de repos, et sur leur effet pour empêcher Inexistence d'une fonction 
des vitesses (Comptes rendus, t. XG, 1880, p. 736 ). — Quelques considérations à l'appui 
d'une Note du *9 mars sur t'impossibilité d'admettre, en général, une fonction des 
vitesses dans toute question il'hydrodynamique où les frottements ont un rôle notable 
(Comptes rendus, t. XC, 1880, p. 9O7). 




SIXIÈME PARTIE. 


SUH LES DEUX COEFFICIENTS !)Ë ViSCOSHK Jît ÊA VISCOSITE 

AÎJ VOISINAGE !)K L V KTAT ClÜTiOUH. 


CHAPITRE L 

DES DEUX COEFFICIENTS DE VISCOSITÉ ).(?» T}, pt(p, T). 


§ 1 . — ÜW.Mfcix DKS DIVERSES H Y l’OTHKSKS QUI ÔA'T KTK FA 1 TKS 

TOtrCflAÂT LKS.CÔKFFICIKÂTS UK VISCOSITÉ X(p, T), li(p, T). 

Ail cours des Recherches sur U Hydrodynamique des fluides visqueux, que 
nous avons développées dans les précédentes Parties, nous avons toujours traité 
les deux fonctions 5 X(p,T), p(p,T) qui déterminent la viscosité d’un fluide 
comme n’ayant entre elles aucune relation forcée* et comme assujetties seulement 
aux deux conditions 

p(p,T)>o, 

3).(p,T)H- 2 p(p,T)> 0 , 

hors desquelles la fonction dissipalivc pourrait devenir négative. 

Or, certains auteurs, en traitant de la viscosité des fluides, ont fait des suppo¬ 
sitions qiii restreignent l'indétermination des deux fonctions X(p, T), p(p,T); 
entre ces deux fonctions, ils ont admis qu’il existait Une relation nécessaire; 
d'ailleurs, comme nous l’avons déjà remarqué \Recherches sur l*Hydrodyna¬ 
mique, i xe Partie* Cliâp. I, § 3)* cette relation varie suivant les auteurs, qui ont 
hésité entre les trois formes suivantes : 



<*) 

(3) 

M) 


X(p,T)rrp.(p, T), 

>.(p,T) = 0> 

3).(p,T)-F 2| a(p,T) = o. 


Il importe que nous passions en revue Jes raisons invoquées en faveur de chacune 
(le ces trois relations, afin de nous assurer qu’aucune de ces raisons n’est assez, 
forte pour entraîner noire adhésion. 

On dit souvent, dans les Traites, que la théorie de Navicr est indépendante de 

D., II. \q 
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toute Hypothèse sur la valeur dit coefficient V(p,T), car elle traite des fluides 
incompressibles, en sorte que le coefficient X disparaît des équations. Une telle 
opinion ddcôtile dVihé lecture superficielle de'Pccuvrc de Naviçr. 

Il cst r cxâct qu’à la fin de son Alémoirc/Navier, traitant seulement dès fluides 
incompressibles, simplifie scs équationsen bifiant tous lcs termes qui contiennent 
en facteur la dilatation en VôlunVc oti ses dérivées partielles; niais cette opération 
a été précédée dVîue analyse générale, qui ne supposepasle fluide incompres¬ 
sible; celte analyse conduit à une expression du travail virtuel de la viscosité ( 4 ) 
cl, avec nos noiatioiis, celte expression sMerit de la manière suivante : 

fuipi '•’) [(2 ~ -h âtÿ oj + ir -h (2 ^ -I- <îîj do 


■M->i [(’ 


-H 2 g) co 5 (<!„ x) +(|'. ! g) C0S(,1„ y) + (g + g) cos(/i/i «)]*■ 


+ f( 0 + £) cos( "'-* )+ ( 


0 + 2 cos(n h j ) -h ^ cos(«„ *)]$>’ 


+ [(£+g) c «s("f *)+(g +g) cos <"''.»') + ( 5+ ’ cos(ii„i)]aiJi/8; 

Celle ékpressioii coïncide avec celle que donnent les égalités (4?) et (5i) de la 
première Partie, pourvu que Pon fasse, en ces dernières, 


Mp/n =r(?,n 


On doit donc regarder celte dernière relation comme exprimant l’opinion de 
Navicr. 

C’est au moyen d’hypothèses sur les actions moléculaires, assimilées à des 
forces centrales, que Nàvier est parvenu à la relation (3), 

On sait du rcsle que l’hypothèse des forces centrales, introduite par Poisson 
dans l’élude de l'élasticité des corps solides, conduit à poser, entre les deux coef¬ 
ficients d’élasticité des corps isotropes, une relation semblable à Pégalité (a). 

La relation ainsi introduite par Poisson dans l’étude de ^élasticité des corps 
isotropes n’est point, tant s’en faut, confirmée par l’expérience; de plus, elle est 
visiblement inapplicable aux liquides ( 2 ), alors que rien, dans le développement 
des théories élastiques, ne permet d’exclure logiquement les liquides du nombre 
des corps isotropes. Aussi la nécessité d’éviter cette relation inacceptable est-elle 

(*) Mémoire sur les lois du mouvement des Jtuides, par Al. ïS’avikr, lu à V Académie des 
Sciences le 18 mars 182a (Mémoires de VAcadémie des Sciences, 2* série, t. VI, 182.3, 
p. 38g). 

(*) P. Duiifitf, Hydrodynamique, élasticité, Acoustique , I. H, p. Paris, 189^. 
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une des raisons qui ont amené le jrejet de l’hypothèse des forces centrales. Ainsi 
convaincue d’cïrcûr et rejetée de l'étude de l'élasticité, celle hypothèse sèinblc 
singulièrement aventureuse dans le domaine de la viscosité; et s'il est une de ses 
conséquences que Pon doiyë ,révoquer en doute, c’est bien la relalioii ^â), homo¬ 
logue, en celle ihéôrîc, de l’cgaiité condamnée par la théorie dé l’élasticité. 

Celte égalité (à), ôn la rctroùve d^îllcürs d’une nîanicrc nécessaire lotîtes les 
fois qü’on fait usage de l’hypothèse des forcés céniraicà pour traiter de la viscosité; 
c’est ainsi qu’elle a été obtenue de nouveau par M. O.-E. Meyer ( f ). 

Dans le Mémoire de ÂI. 0 .-Î 2 . Meyer, l’analogie entre l'égalité (2) et l’égalité 
qui, selon Poisson, caractérisé les corps élastiques isotropes est d’autant plus 
évidente qüe l’atitciiry traité de la viscosité lion pas au sein des milieux fluides, 
mais au sein des milieux élastiques isotropes et peu déformés ; le inènie câlciil lui 
donne alors, pour les actions élastiques, la relation de Poisson et, pour les actions 
de visedsité, la relation (2). 

Cette relation (a), M. O,-E, Meyer l’a reiroüvce plus tard ( 2 ) en se fondant sur 
la théorie cinétique des gaz, alors que, de celte théorie, d’autres auteurs ont, 
comme nous le Verrons, tiré 'd’n titres relations. 

La relation 


( 3 ) 


>.<P, T) = o 


se trouve seulement dans un Mémoire inédit que Cauchy avait présenté à l'Aca¬ 
démie des Sciences en 182a cl dont il a reproduit les résultats, én 1828, dans les 
Anciens Exercices de Mathématiques ( 3 ); mais, aussitôt après avoir reproduit 
cés résultats, Cauchy remarque qu’on peut leur en substituer d’autres, plus 
généraux, on les coefficients X(p, T), p(p,T) otfl des valeurs quelconques; 
l'illustre analyste n’attaché donc aucune iinportancê à la relation ( 3 ). 

L’existence de deux coefficients de viscosité, indépendants l’un de l’autre, 
résulte également de la très curieuse théorie de la viscosité développée par Poisson 
en 1829 ( 1 ) ; les deux coefficients qu’il considère cl qu’il désigne par p et p' son l 


(*) O.-Ii. Mbvkr, Zur Théorie der inneren Heibung (Journal fur reine und ange- 
wandtc Malhcmalik, Bd. LXXVIII, 187f, p, i 3 o). 

(*) O.-IÎ. MEVÉh, Die kinetische Théorie der Case, p. 325 . Dreslau, 1877. 

(*) GaüciiV, Sur les équations qui expriment les conditions tl’équilibre, ou les lofs du 
mouvement intérieur d'un corps solide, élastique ou non élastique, § 3 . Sur le mou¬ 
vement intérieur d’un corps solide non élastique (Exercices de Mathématiques, IlPaunce, 
p. i 83 . Palis, 1828). 

(*) f’oisso.Vj Mémoire sur les équations générales de l’équilibre et du mouvement des 
corps solides élastiques et des fluides, lu à f Académie des Sciences le 12 octobre 1829 
(Journal de l’ffcole Polytechnique, XX e Gabier, l. XHf/i 83 i, p. 1-17Q. 
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liés à nos - coefficients X cl [»ai* lçs relations • 

; . ,V . . ' . .. \ j*c>. r i:)=-?. . 

Poisson laisse 'enlièVciiienPqücjiçoiMiiics. les deux coefficienls ^ et 
Celle opinîoù est aussi celle de lîàrré de Saint“Venaiil, : bien que sa courte Note 
sur!ce sujet - ( *) ait parfois été’regardée cbhinlê favorable à la relation (4). Celte 
Noie, en uflelf |)roüvc sinipléinciit cjtk’îl doit exister Une gi‘âiuleur tn, dcliiiie ciï 
chaque point diï (luidc en inoiiVerïient, telle qiie l’oii ait 


du 

ro - 3 ^ 


* do 


k . . 

( dy . f.ihv 

+ ôÿj Xy ^~ lJ -\ôx 


V-~ —GJ —r- 2 U T j 


(du di'X 


En terminant, Saint-Venant fait remarquer qüc ces formules conviennent aussi 
bien à la théorie de Navier qu’à la théorie de Poisson. 

C’est Stokcs ( 2 ) qui, le premier, à préposé la relation 

(4) 3).(p,f)-h 2 p(p,T)=ro. 

Celle relation signifie, comme lions Pavons vu (l rc Partie, Chap. I, §2) que le 
travail des actions de viscosité serait nul si chacun des cléments du iliiidc se 
dilatait en restant semblable àlûi-mêmc. Voici les brèves considérations par 
lesquelles Slokes la justifie : . . 

u 11 nous reste, dit-il, à considérer Pefiel de la dilatation. Supposons, tout 
d’abord, qu’aucune déformation n’accompagiie cette dilatation ; il est aisé de voir 
que le mouvement relatif du fluide au point considéré sera lé même en toute 

direction. Par conséquent, une telle dilatation ne peut avoir pour effet que 

# * • 

d’ajouter à la pression que produisent les actions des molécules, supposées dans 
leur position d’équilibre relatif, une autre pression normale \ p\ la même en tout 
sens. Mais cette pression // provient Uniquement de l’ensemble des actions molé¬ 
culaires mises enjeu par les déplacements que les molécules ont subi par rapport 
à leur position d’équilibre relatif; comme d’ailleurs, en moyenne, ces déplacements 


( l ) IJariikdé SÀixt-Vkxant, iXole à joindre au Mémoire sur la dynamique des jluides, 
présenté à l*Académie des' Sciences le !.{ avril i 83 .f {Comptes rendus, t. XVÏt, i 8 J 3 , 
p. 12.|o)* 

(*) Stores, On the théories of the internat friction of Jlaids in motion, and of 
the equilibrium and motion of clastic solids, n° 3 , lu le i.{ avril i 8(5 à la Société philo¬ 
sophique de Cambridge {Transactions of the Cambridgephilosophical Society, Vol. VIH, 
p. 287. — Mathematical and physical Papers, Vol, 1 , p. 87). 
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sc produisent indifféremment cii toittc direction, il eu résulte que les actions qui 
concourent à former// se neutralisent les unes les autres et que //=o. On tire¬ 
rait /a même conclusion de f’Iiÿpotlièsc cinétique, en regardant, comme il est 
naturel de le faire, chaque secousse nme en action comme liée à Un accroissement 
de pression en certaines directions et à une diminûtion de pression dans d'autres 
directions. » 

Il est à peine besoin de faire remarquer l’insuffisance d’un tel raisonnement, 
dont un calcul plus complet eût démenti les conclusions. D'ailleurs, Stokes 
lui-mêmeparaît avoir attaché à la conclusion ainsi obtenue une médiocre con¬ 
fiance; voici, en cfietj ce qu’il écrit quelques lignes' plus loin : « Oh petit poser 
3X + 2 {jt = o si l’on suppose que, dâi'is Je cas d’un mouvement de dilatation uni- 
forme, la pression à chaque instant dépend exclusivement de la densité et de la 
température à cet instant et nullement de la vitesse avec laquelle la première 
varie d’un instant à l’autre. Dans la plupart des cas auxquels il est intéressant 
d’appliquer la théorie de la viscosité, oti bien la densité du llùicle est constante, 
ou bien l’on peut, sans erreur sensible, la regarder comme constante; elle change 
lentement de Valeur. Les résultats sont exactement les memes dans le premier cas, 
et sensiblement les mêmes dans le second cas, que soit ou non égal 

à zéro. Par conséquent, bieii que la théorie et l’expérience soient d’accord en ces 
divers cas, on ne saurait regarder l’expérience comme vérifiant la partie de la 
théorie qui a trait à Phypothèse 3). -\- a (jl = o. » 

La relation (4) a été retrouvée par Maxwell ( f ) en faisant usage de la théorie 
cinétique des gaz et en assimilant les molécules gazeuses à des points dont la 
répulsion est inversement proportionnelle à la cinquième puissance de la distance; 
son analyse a été ensuite exposée plus rigoureusement par G. Kirchl»ofi'( 2 ) et par 
Al. Boltzmann ( 3 ), Mais, alors même que l’on n’opposerait pas une fin de non 
recevoir aux hypothèses sur lesquelles repose la théorie cinétique des gaz, il est 
permis de faire observer : 

i° Que les mêmes calculs qui fournissent les équations du mouvement d’un 
fluide visqueux, complétées parla relation (4), exigent que le gaz suive les lois de 
Mariotteelde Goy-Lussac, ce qui restreint aux gaz parfaits la portée des résultats 
obtenus; 


( 1 ) .Maxwell, The llakerian Lecture : On the viscosity or infernalfriefion of air and 
olhcr g a sc s f lu le 8 février 18GS à la Société Hoyalc de Londres. ( Phifoso/dtical Transac¬ 
tions, Vol. CLYf. — Scicntijîc PaperSi vol. 1 /, p. (]g.) 

(*) G. Kmcuuorr, Vorlesungcn uber die Théorie der M'arme, p. x q 3 . Leipzig, i8q{. 
( 3 ) L. HoLtzmaxx, Vorlesungen iïber Gast/icoric, I. Tlicil, p. 1(19 et p. 180. Leipzig, 189Ü. 
— Leçons sur la Théorie des gaz, traduites par À. Gim.otti, I re Partie, p. i 5 g et p. 171. 
Paris, igoî. Dans le dernier des deux passages cités, 4 M. Holtzmanu signale le caractère 
arbitraire de plusieurs des hypothèses faites. 
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2 ° Que, selon ces mêmes calculs ('), le rapport de la chaleur spécifique G sous 
pression constante à la chaleur spécifique csous volume constant a poiir valeur 


C o 

- = 3 =*,660, 


conclusion manifestement fausse puisque, pour tous les gaz parfaits ‘bien étudiés, 

le rapport a une valeur voisiné de i y <\o> 

v ....... - 

Si la théorie dont nous parlons fournil une valeur assurément fausse pour le 

rapport pourquoi fournirait-elle une valeur assurément juste pour la quantité 
c 

(3). -f np)? 

Or, G*. Kirclihoff né trouve ( 2 ), à là relation (4), aucun fondement en dehors 
de la théorie cinétique des gaz. 

Enfin, S\I. L. Natanson, qui a donné récemment une théorie fort originale de la 
viscosité, termine son exposé par celle déclaration (?) : U lin conclusion, nous 
dirons que la relation de Stokes, X =. — 's'accorde parfaitement avec Pehscrnblc 
de lios hypothèses; mais rien ne nous oblige à les considérer comme un corollaire 
qui découlerait avec nécessité de notre théorie. » 

Il ressort clairement de cet exposé historique qü’aiicUne raison péremptoire 
n'impose uiic relation particulière entre les dètik qtianiilès X(?>T’)> (ji(p,T); lôüt 
au plus, les physiciens qui regardent Comme légitime la théorie cinétique des gaz 
pourraient-ils, en vertu de cette théorie, regarder la relation (4), proposée par 
M. Stokes, comme exacte pour les gaz parfaits monoaLômiqticset, peut-être^ pour 
les autres gaz parfaits; ils ne sauraient, en tous cas, la regarder comme établie 
pour les iluides en général. 

Nous allons voir que si Ton avait tenu, dans l'étude de la viscosité, à être rigou¬ 
reusement conséquent avec la définition du mot fluide, on aurait été amené à 
assujettir les fonctions X(p, T), a(p, T) à des conditions toutes différentes de 
celles qui ont été proposées jusqu'ici. 


(*) G. Kmcuuofp, foc. ci/., p. njG. — L, Boltzmann, /oc. ci/, (trail. Galloiti), p. 170 
et p. 179. 

( J ) G. Kirciuioff, loc. ci/., p. 11 G. 

( 3 ) U Natanson, Sur les lois de la viscosité (Bulletin de t*Académie des Sciences de 
Cràcovie : Classe des Sciences mathéma/ir/ucs cl naturelles, février 1901, p. 110). 
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§ 2 . — For MB' ÂÊCESSAlïlK DES ACTIONS DÉ VISCOSITÉ Au SEIN ïî’uN TLÜfDK 
I'ROI»r.EMENT DIT. IMPOSSIBILITÉ DES LIQUIDES VISQUEUX. 

Revenons à la définition dirinol ^/z/V/e. 

Un milieu continu est dit jlitide si Fêtât de chaque élément est entièrement 
défini par la ebfinâissaricè de? coordonnées d’un point de cliaqüç élément, 

par la densitép de cet élément et par la température T qui ÿ règne. Pour déter¬ 
miner eniièrcmciil la modification réelle ou virtuelle éprouvée par un tel élément, 
il suffit de connaître le changement réel ou virtuel de la position qu’il occupe 
dans l’espace, et les Variations virtuelles de la température et de la densité J il est 
totalement inüliic de connaître la déformation que cet élément a pu subir durant 
la modification considérée. 

Du moment que l’on convient de tenir compte, pour définir la modification 
subie par un clément d’iin certain milieu, non seulement du changement de den¬ 
sité de cel élément, mais encore dès déformations qu’il a éprouvées; du moment 
que délit étals où l’élément a mcinc densité, même température, mais des formes 
différentes, sont regardés non comme deux états identiques* mais comme dciix 
états distincts, 011 ne doit plus dire que le milieu considéré est un milieu fluide; 
on doit dire que l’on étudie les propriétés d’un milieu élastique ( l ). 

Dèsdorsi il est facile de déterminer la forme que doivent avoir les actions de 
viscosité au soin d’ün corps fluide si l’on vêtit, dans là détermination de celle 
formé, rester rigoureusement conséquent avec la définition précédente. 

Les composantes n, t», tu de là vitesse sont supposées fonctions continues de x, 
y, s; les divers éléments qui composent le fluide sont donc soudés entre eux; dès 
lors, le travail virtuel des actions de viscosité au sein de la masse fluide est la 
somme des travaux virtuels des viscosités intrinsèques de chaque élément fluide. 
Si donc on désigne par d- v dus le travail virtuel des viscosités intrinsèques n l’éle- 
ment de volume dus } on aura [I fC Partie, égalité ( 4 1 )] 


(é Ms) 




dus, 


l’intégrale s’étendant à tous les éléments dus du volume occupé par le fluide. 

Quant à la forme de dx v dus } elle est bien aisée à déterminer. Indépendamment 
de sa position absolue dans l’espace et de sa température absolue T, l’élément dus 
est entièrement déterminé par une seule variable normale, sa densité 0; dès lors, 


(*) Nous oVons déjà insisté sur celte définition dans les feuilles nulograpliiées de noire 
Cours ; Hydrodynamique, élasticité, Acoustique (t. If, p. 9 . 65 ), professe a Lille en 1890- 
1891. 
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si Ton fait usage des principes posés au Chapitre l,§ 1 , de la première Particde 
ccs Recherches, on x oit que 


(5) 


(l- r dm = f/(?> T » Ji °V (l ™> 


étant line quantité esseniieiiemerit négative. Si l'on admet, en outre, 
ta supposition que nous avons appelée Y hypothèse approximative, on devra 
regarder/comme indépendant de ~y ce qui donnera 


( 6 ) 

Mais on a 

( 7 ) 

Si donc tin pose 


(h t . du j =rjf/(p, 'I') ^ oo dm. 


do i 

f dn 

de 


^ d‘f 

4- y -h 

. °y 

dû o ( 

f d 

4-:-H 

» » \ 

^ lie 

4r 


ùtt 

() 


£) 


pV(?.T)=-)-(p.T), 


cas auquel,'puisque/(p, T) est essentiellement négatif, )*(p, T) est essentiellement 
positif: 

(8) UjO’>> o, 

on aura, en vertu des égalités (4) à (7), 

de 


t \ . (\ . ,., v /d// 0v div\/*)dsV 

(1) ) n( rc + ^ + Ti )[-JJ- 


Ôoy ddz 
4 - — 4 - 


<lr 


r) ,/CT - 


7 V?//e est la forme nécessaire du travail virtuel de la viscosité en un milieu 
fluide. 

♦ 

Mais, s’il s’agit d’un lluidc incompressible, on a constamment, en vertu des 
égalités (7), 

du de dw __ 

ofl ' h 7 )ÿ + 7)7 -°* 

■* 

Odv dàv dds 

, —r-h —T~- 4-ï- - O, 

d.C O Y ()z 


en sorte que l’égalité (1 36 ) devient 
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Le travail virtuel des actions de viscosité } au sein tV un jluide incompressible} 
est identiquement /id/;cn d’autres termes, la surrôsrno.Y dus liquide visqueux 

EST COÂ TU A D ICTÔIK K AVEC LA U ÉE J AIT 10.Y UU MOT FLUIDE. 

Dès lors, les difficultés auxquelles nous a conduits l’élude des liquides visqueux 
cessent d’étre surprenantes. 


§ 3 . Pnom I ÉTÉS DES FLUIDES COMFKESSIQLKS VISQUEUX. 

Mais si la définition du inol Jluide nous empèclie de considérer des lluides incom¬ 
pressibles visqueux, elle nous permet de traiter des fluides compressibles vis¬ 
queux et, par l’égalité (10), elle nous fait connaître la forme qu’allectc nécessai¬ 
rement, en de pareils lluides, le travail virtuel de viscosité. 

Si, selon l’usage, nous posons 


l’égalité (9) pourra s’écrire 


* du de . du* 

0= T- -H -v- -h -r-» 

dx dy ôz 


(10) 


f ^ /Td(W). , dO.0), . 00.0)' ') , 

**=J I *r“ + ~jy v + ~ 7 >r' 05 j ,te 


f ^[ C0s ( ;, n x ) "P r -os(üi,y) dy - f- cos(«,*, z) os] dS, 


la première intégrale s’étendant au volume occupé par le fluide et la seconde à la 
surface qui le limite. Cette forme rentre, comme cas particulier, dans celle qui a 
été donnée en l’égalité ( 4 ?) de la première Partie, a la condition de faire 


00 


I v x =v y =y- = —X(p f T)© f 

Lr — Ty= T z~ O. 


Or, si l’on compare ces égalités aux égalités (50 de la première Partie, on voit 
qu’elles découlent de ces dernières pourvu que l’on y fasse 


(ia) 


P(pfT) —o. 


Donc, la seule théorie des fluides visqueux qui soit compatible avec la déji~ 
nilion du mol fluide est un cas particulier de la théorie habituellement 
admise; ce cas particulier est celui où le coefficient a(p, T) est égal à o. 

Les propriétés de ces lluides sont alors aisées à établir; pour les obtenir, il 
suffit d’égaler à o le coefficient ji.(p, T) dans les équations de la théorie classique, 
Dès lors, les équations ( 58 ), (74) cl (?^) de l Q première Partie de ces Recherches 

D„ IL 18 
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nous montrent que l’on a, en tout point de la masse fluide, 


(i 3 ) 


dit . /) 

Ne- y*) - wj )= 

w - Y ' Y «‘- h) •-LXp.T)0| = 
~ P (Z/ + % - 7 s) ~ ^ T) 0 ] - 


! d 


- O, 


O, 


-O, 


(«4) 


H Hr A,) — f>* = O. 

c/o 


(. 5 ) 


Selon les égalités (07) de la première Partie, les grandeurs p x> p y , p z sc rédui¬ 
ront à 

| Px= T)^ cos(/i/, a-), 
j Py— l(p, 'i')0cos(u l , j), 

I Pz~Mpi?)0cos(/if, è). 

Si un élément </S de la surface qui limite le fluide est soumis à une force dont 
les composantes sont l^r/S, P r rfS, lV</S, on devra avoir, en vertu de ces éga¬ 
lités (i 5 ) et des égalités (76) de la première Partie, 


(. 6 ) 


Il COS (/*,-, il) 

II cos( /</, y) 

il COS(/l/, c) 


" V* H- )* ( {>> T ) cos ( n h X ), 
= Py+>•(?/!’) C os(«„x), 
= P;-t- ).(p, T) cos(« ( -, s). 


ce qui nous apprend que le vecteur P*, P r ,P z doit être normal à la surface S; 

Enfin, les égalités (i 5 ) nous enseignent que le vecteur p xi p yt p z doit être, Cn 
tout point, normal à la surface qui limite le fluide; celle proposition simplifie 
singulièrement la discussion de ce qui sd passe à la surface de contact d’un solide 
et d’un fluide ou à la surface de contact de deux fluides. Il est inutile d’examiner 
sij le long d’une telle surface, il se produit une viscosité (/< o), mais point de 
frottement (<& — o) ou bien, au contraire, si les deux corps au contact frottent 
l’un sur l’autre (© < o). Ce que nous avons vu au Chapitre II de la quatrième 
Partie nous enseigne que, quelle que soit l'hypothèse faite, les deux corps reste¬ 
ront soudés l’un à l’autre le long de leur surface de contact. Si **,, u>, sont les 
composantes de la vitesse en un point de l’un des deux corps et v/ 2 , <> 2 , u» 2 les 

composantes de la vitesse en un point de l’autre corps, on aura, en tout point de 
leur surface de contact, 


(*7) 


U 1 — ( ht U», = 11',, 

Les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent se mellr 


c sous une 
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forme peu différente, mais susceptible d'uneinterprétation intéressante. 
Posons 


<■*> ' P = i, -M P .T)(£ + & + ^) 

Les équations (i 3 ) deviendront 


(' 9 ) 


dP 

ôx 

dl» 

<>y 

t)P 

Ôz 


— \e 'fx) — O, 

p(X/-{- \c — ‘/y) = Ô, 

— p(X/-f- X f —■(„) —o. 


Les équations (16) deviendront 


( 20 ) 


1^—1» cos(/</, x), IV= i* cos(«/, y), IV— P eos(/i,-, z). 


Enfin, l'équation (i/f) deviendra 


,. + f . (A , + ü-fÊB^Ï -h ).( P ,t)(g. + | + £) =« 


ou bien, on vertu de la première égalité (7), 


(21) 


n .,/i . 4 s .,<K(p*T) >.(p.T> do 

P + p*(A/-hA,)-p* —^-V— — °* 


(il 


Les relations (19) et (20) ont exaclement la môme forme qirén un fluide parfait 
ou P serait la pression. Seule Légalité (21) a 1111c forme différente de celle qu’elle 
aurait en un tel fluide parfait; clic en diffère par la présence, au premier membre, 

du terme — 1 On peut donc, si Pon veut, énoncer la proposition sui¬ 

vante : 


Les équations du mouvement d'un fluide visqueux ne diffèrent des équa¬ 
tions du mouvement d'un jluide parfait que pur la forme de l'équation dite 
de compressibilité et de dilatation; l'équation relative aux fluides visqueux se 
lire de l'équation relative aux fluides parfaits en retranchant de la pression 
» . X(p» T j dp 

p dt 

Bornons-nous à considérer le cas où les actions qui s’exercent sur le fluide sont 
newtoniennes; on a alors 

A, — o, 


A r =o, 
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cl l'équation (a i) sù réduit à la forme 

(*D 


V. MJIIBM. 


p r ,'W,T) X(f>, T) Y/p _ 

* ~ (J ~~DV~ r” Tt'-°‘ ■ 


Les lois du mouvement d'un fluide compressible, visqueux, soumis à (les 
étions newtoniennes, ne diffèrent qu'en un point tlcs'iôisfliNnbflvèmcnl d'un 


des 

. . . * •• - * 

actions newtoniennes, ne diffèrent qu'en un point des lois du mouvement d'un 
fluide compressible, parfait, soumis aux mêmes actions; il h } existe plus de 
relation en termes Jinis entre la densité o, la pression’ï* cl la température T; 

celte relation est remplacée par une équation différentielle qui, à la densité p, 

* do * ‘ . 

à la pression P cl à la température T, relie la vitesse avec laquelle varie 

là densité. 

A celle manière de concevoir les fluides visqueux nous étions parvenus 
dès 1898 (*). ‘ 

Discutons légalité (22). 

Soit p* la densité qu’aurait le fluide sons la pression P, à la température T % si 
la viscosité n’existait pas; cette densité p 0 , donnée p f ar Pégalité . 


( 23 ) 


p__ p y>Ç(^T)_ 


dp ( 


— o, 


est la densité que prendrait le Hiiide en équilibre sous la pression P, à la tempé¬ 
rature T. 

lin désignant par f une certaine valeur de p comprise entre 0 et p 0 , on peut 
écrire, en vertu des égalités (22) et (28), 


(ai) 


/ ï d I , § àK(p’> T )1 HpiT) dp 

. \f à?—J - ~y~ ,/';=»■ 


Pour maintenir le fluide en équilibre à la température T et avec la densité p', 
il faut le soumettre à une pression If que donne l’égalité 

V ' 

* Oo‘ 

t 

Cette égalité peut être considérée comme une équation définissant p 7 en fonction 
de II et de T; si, sans faire varier T, on fait croître II c\c dll, cette fonction croît 
dé dVi, et Ton a 


( 25 ) 


Cîi)r“ 


1 


± T > 

Oo' ,J 


(pvn 1 

<¥ J 


= T). 


(*) Traité élémentaire tic Mécanique chimique fondée sur la Thermodynamique; 
Livre IV, Cliap. I, § 7 , l. II, p. 168. Pari?, 1898. 
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Scion l'égalilé (a 5 ), légalité (->. 4 ) devient 


( 20 ) 


(fp __ f> , s 

d(- z ?.( P ,T)F(o',T) lp ?oh 


• . ’ < • 

L’inégalité (i8) nous enseigne que X(p,T) est essentiellement positif; d’autre 

part, nous savons que, pour un fluide susceptible d’équilibres stables, la quantité 


( 


±\ 

<m A 


F (P, T) 


doit être essentiellement positive (*). 


f h 


L’égalité (aO) nous enseigne donc que — est constamment de signe contraire 
a (p—*6 0 ); d’on la proposition suivante : 

lin chaque point (Vun fluide compressible parfait, où la température est T 
et la pression P, ta densité o a, à chaque instant du mouvement, la valeur p 0 
qtéelle aurait ciu sein d*un fluide homogène, en équilibré à la température T 
et soüs la pression uniforme P. Il n’en est plus de meme ait sein d’un fluide 
visqueux en mouvement ; mais, pour chaque point materiel et à chaque 
instant, la vitesse de variation de la densité est d’tin sens tel qu’elle tende A 
rapprocher la densité p de la valeur de p 0 qui convient à ce point et à cet 
instant , 

Supposons que la compressibilité du fluide, mesurée parla fonction F(p, T), 
ne soit pas extrêmement grande dans les conditions où se trouve le fluide étudié et 
que le coefficient de viscosité X(p, T) ail une très petite valeur. Si (o — p 0 ) ri’a pas 

unetres petite Valeur absolue, l’équation (26) donnera pour ^ une très grande 

Valeur absolue; mais la première égalité (.7) montre qu’il n’en peut être ainsi, 
dans le cas où les composantes //, i\ %v de la vitesse ne varient pas très rapide¬ 
ment d’un point au point voisin. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant î 

Au sein d f un fluide peu visqueux où la vitesse n’éprouve pas de très 
grandes variations lorsque l’on passe d'un point au point voisin, la densité 0, 
en chaque point et à chaque instant, diffère très peu de la valeur p 0 qui 
correspond au même point et au même instant . 

On voit bien ainsi comment les fluides parfaits sont la forme limite des fluides 
peu visqueux. 

. Pour, établir plus simplement les diverses propositions que nous venons 


- ( 1 ) Sur ù? stabilité de Véquilibre d'une masse Jluidc dont les éléments sont soumis 
à leurs actions mutuelles [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5 e série, 
t. III, p. 1 y\ f condition ( 03 ); 1897], 
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dénoncer, nous avons supposé (pic le fluide’étàit soumis fi des-actions newto¬ 
niennes; mais cette restriction n’est pas essentielle et nouVpôuvons no pas la faire. 

Considérons les fonctions cW(H/%J>, 3, /), x, j', z, t) (!•« Partie, 

Cliap. J, ! § d) dans lesquelles il suffit de faire 

II —?>(***,>, 5,0 

pour obtenir les fonctions A/(a?, j', z, /), A e (x,j' } 5, l). 

L’égàlité_(i 48 ) peut s'écrire 

(/p p (U 

Considérons, d’autre part, la fonction<>(,(#, ÿ% $% *) que définit Inéquation 


■+■ po [*Mp 0 * sV > ÿ} 0 7 “ ^’c*(po* % v 9 y 9 z 9 . 0 ] —‘ po — —■ 


dp< 


o, 


lorsqu’on ) r remplace P et T par leurs expressions en fonctions de .V* y, z, t. 
Retranchons ces deux équations membre à membre. Si nous désignons par 
y % 5, /) Une valeur comprise cuire p(a?,y, *, /) et <><>(#, *)> le résultat 

obtenu pourra s’écrire . 


V Ai (p\ æ 9 y, ï) + ' 3 *cU?',v 9 y 9 z,t) 




do' 


7 - 




àr.lrfp 1 , X, .v, s, 0 (KMp’j.r, v, 5,7) d 


do' 


H- 


dû 1 


Q-) ><P»T )4 

Oç>‘ ! J) ( * fo) p 


Mais nous avons admis, à.plusieurs reprises (l rc Partie, Ghap. I, § 11 ), que, 
pour toute valeur de p' comprise parmi celles que peut atteindre la densité du 
fitiidc, ou avait l’inégalité 


*?' | J'. -, 0 -t- *l* e (p', J, -, 0 — F - ] 

A 


à l./(p', -r, 5,0 d ( p',j, 5 , t ) d*Ç(p', T) 


Des lors, il est aisé de déduire de l’égalité (27) des conclusions semblables à 
celles que nous avons déduites de l’égalité (ad). 


§ 4. — HktOUII AUX FOKMUI.KS CKAKUALKS DK LA VISCOSITK. 
CoMUINAlSOX l)i:s CO .V S II ) K II AT 1 0 A S IMtécél)KXTKS KT DK J« 9 |IYl*OTIlfeSK I)K StOKKS. 


Selon ce que nous avons vu au Paragraphe 2 , le physicien qui, dans ses rai¬ 
sonnements, demeurerait fermement attaché à la définition du mot Jluide serait 
conduit à celle conséquence ; un fluide incompressible ne peut pas être visqueux. 
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Celle conséquence suffit à prouver que.les propriétés des corps que Pcxpéri- 
incntalOitr nomme fluides visqueux ne peuvent être représentées par une théorie 
où Pon regarderait ces corps comme étant rigoureusement tluides. Force nous 
est de traiter les fluides visqueux comme des milieux élastiques, mais comme des 
milieux élastiques très aisément déformables. 

Sans approfondir ici cette notion, que nous retrouvons en un autre travail, 
nous remarquerons cj'iic Pon peut, sans absurdité, regarder le potentiel interne 
du système comme différant très peu du potentiel interne d’un fluide proprement 
dit, tandis que le calcul dit travail de viscosité exigerait que Pon tînt compte des 
déformations de chaque élément. On est alors conduit aux équations qui ont été 
développées âiï 'Chapitre I de la première Partie de ces Recherches; mais ces 
équations apparaissent conime des formules approchées, et non plus comme des 
lois rigoureuses. Cé caractère entraîne Pîllégîtimité de certaines déductions, par 
exemple de la démonstration du théorème de Lagrange donnée eii la cinquième 
Partie dé cês Recherches, au Paragraphe 1 du Chapitre 1 . 

Ces remarques, qui nous ramènent aux équations générales de la viscosité, ne 
font cependant pas disparaître Pintérèt des considérations qui ont été développées 
au Paragraphe précédent. 

Posons 

(,8) 1> = H- rou + ôy 

x ' 3 \ux ôy ôï J 


II- 


et les lois du mou veinent des fluides visqueux, développées au Chapitre i de la pre¬ 
mière Partie de nos Recherches, pourront cire présentées sous la forme suivante : 

i° En tout point de la surface qui limite le fluide, on a [toc* ciL, égalités (57) 

cl (76)] 

I l\= l> cos(//,a) -/; [>-(£ - |) cos(/i,*)+ (£ + 0)eos(« >( r) + g" -h g)cos(«,=)], 
(29) < p r =l»COS(«,■/)■-**[ + cos(«,/)+ (^+^) cos (".-)J, 


P 5 ” P cos(/i, -•) 


[<£ 


+ -Uos(",x) + 


/ Oty 0 u \ 

W ’ Os) 


cos (n,y) -P 2 


fOiv 

\</5 


cos(/i 




2 0 En tout point du fluide, on a [ toc. cit., égalités (49)1 (Si) et (/ 4 )] 


$ 
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- 3 ° Eti tout pointclù fluide* également*‘en'vertu de l’égalité (70) de la première 
Write de ces Recherches et de l’égalité (28) de la présente Partie, oti à 

!■ + f ■ (A/ 4 - A,)- f « *M 21 ?MÆyAT> (*" -H * + M = „ 

1 Oo o \üx oy Os / 

ou bien, en vertu de l’égalité (7), 


(30 


1. +f ï(A,VA.> -? m?> - l*<à J»t*<*T> !& „ 


üo 


3 o 


(U 


Pour tin instant, faisons abstraction de l’égalité ( 3 i) et ne considérons que les 
égalités (29) et ( 3 o); ces égalités sont précisément celles que nous aurions 
obtenues si lions avions étudié uii fluide visqueux pour lequel lu fonction p(p* T) 
aurait la meme valeur que pour le fluide dont nous nous occupons, niais âii sein 
duquel l’hypothèse de Stokes, exprimée par l’égalité ( 4 ), serait vérifiée; la 
pression serait seulement représentée par Ja lettre P dans nos dernières formules, 
au lieu d y être représentée par la lettre IL 

En chaque point de la surface de contact du fluide qui nous occupe et d’une 
paroi solide nous avons 


3).+ ‘ • T (ôx 0\ • 

*-‘T^^ C0S (' /, ‘ r )^n 3^ COS(/l,ar) 

àu\ 


(£ + ^) cos(/ '*^ )+ (fe +^ co 8 (n »*)i» 


ôx/ 


3). -h' 2 'i . r /Oc 

—-^0COS(/, ; /H 

* 

3), -4r2,a 


Oy) cos( / «*‘ r ) + 2 ($ -I) c ^(n,x)-i- (^ + ^) cos ("’ 3 >]* 


4r 2 a T (Ou dn’\ , . (rhv ôi-\ , . (0%v 0\ . ' 

j~6cos(,i, *) + [*[ ^ + g J jcos(/i^)+ + + cos (//,,) 


Que si l’on propose de calculer la projection du vecteur (p x% p } ^ p z ) sur la 
surface, on obtiendra le même résultat que si l’on avait pris simplement 


/>* 


-KÊ-t) 


Py- 


Pz ■■ 


(' (Ou dw 

‘T + Tü 


u\ 

cos(/f, a?) 4- I 

(ôy 

ût* 

|cos(w,j) + 

(Ou 

5) 

V/Àr 

- 

àyj 


du' 

}eos(//, .v) 4- a) 

( ôv 

0\ 

cos(/!,/) 4- I 

(dw 


w 

-3) 

\ày 


)cos(«, ,r)4- | 

fô\v 

Ôi''\ 

|cos(/(,y) 4- a| 

(dw 

ôx t 

\àÿ 




-h 


Ê) c “ ( 


", -)]» 


àv\ 

od 


4- ) cos(/i, ;) J, 


co s(/t, . 


Or ces dernières égalités sont celles (pic l’on obtiendrait si l’on admettait l’hy¬ 
pothèse de Stokes. D’ailleurs l’élude de l’adhérence ou du glissement du fluide 
sur la paroi solide dépend uniquement de la projection du vecteur (p X) p yj p s ) 
sur cette paroi ; celle étude est donc la même en nos deux problèmes. 

; Ainsi, un Jluide visqueux quelconque est, de (ouipoint, comparable à un 
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Jluide au sein duquel Ut relation de Stokcs 


( 4 ) 


3 ).( ? ,T)+ 2 p(p > f) = o 


serait vérifiée, mais où Ut densité en chaque point, au lieu de dépendre uni¬ 
quement de la pression V cl de la température T en ce point, et d'en 
dépendre par ta même relation 


('4 bis) 


|» + p*( a, 4- \ r ) - ?* = o 


f/ité si le Jluide était en équilibre, doit vérifier à chaque instant ta relation 


( 31 ) 


i» + P *(À,+ A,)-p*^%^- 


31(9, T) + 2 ,u(f>,t) do _ „ 
“ 3 P di~°- 


Cette relation ( 3 i) prête évidemment à lotîtes les considérations cjni ont été 
développées an sujet de la relation (ai). 




CHAPITRE Iï. 


LES PHÉNOMÈNES 1)R'VISCOSITÉ AU VOISINAGE DE L'ÉTAT CRITIQUE. 


§ 1* — Les effets de la viscosité, au voisinage nu point critique, 

EN UN CORPS RIGOUREUSEMENT FLUIDE. 


La discussion, donnée au Paragraphe 3 du Chapitre précédent, de la relation (m) 
et des relations (22), (24) et (26) qui s’y rattachent, est liée à cette hypothèse : La 

quantité 11e prend pas des valeurs extrêmement grandes. La même res¬ 

triction pèserait évidemment sur In discussion de l'égalité ( 3 i), laquelle devrait 
être menée exactement comme la discussion de Légalité (ai). Or cette hypo¬ 
thèse n’est pas vérifiée en toutes circonstances; lorsque la température T 
et la densité p' du jluide tendent vers la température critique et la 

densité critique du fluide, la quantité croit au delà de toute limite . 

Nous sommes donc amenés à compléter l’élude faite au Chapitre précédent en 

1)., II. M> 
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examinant les propriétés d’un eoi ps côniprcssihle visqueux où 




a de très grandes valeurs. * 

Coinincau Chapitre précédent, pour rendre celte discussion plus claire > nous 
imaginerons tout d’abord que le corps étudié se conforme rigoureusement à la 
définitiondu 'moifluide, qui entraîne l’égalité 


(■?> 


[X(p, T)=ro. 


Nous étendrons ensuite les résultats obicniis aux corps que l’ori traite habituelle¬ 
ment comme fluides visqueux. * 

Dans ce qui va satyre, nous supposerons qu’en tout point du fluide et à tout 
instant 

La température T soit assez voisine de la température critique , 

Les densités à 0 et, partant, la densité intermédiaire d assez- voisines de 
la densité critique, 

Pour que là fonction F (o l , T) soit, en chaque point du fluide cl à chaque 

instant y très grande par rapport à r-- / • 

* ) 

Dès lors, le produit F(o , ) T)X(o, T) ayant une très grande Valeur, à une 
valeur finie de la différence (p —- p 0 ) l’égalité (26) fera.correspondre mie valeur 

extrêmement petite de 

Ainsi donc, moyennant les suppositions indiquées, ta densité d’un clément 
fluide varie avec une extrême lenteur bien que sa valeur diff ère notablement 
de la valeur qui conviendrait à l’équilibre dans les conditions de température 
et de pression oit se trouve cet élément . 

Dès lors, rien n’empéche que l’on observe au sein du fluide des états iik quasi- 
équilibre j en un tel état, les trois composantes de la vitesse sont très petites 
en chaque point et à chaque instant; cependant la densité en ce point et à cet 
instant diffère notablement de celle que Véquation d’équilibre ferait corres¬ 
pondre à la température cl à la pression qui régnent en ce point cl à ccl 
instant . 

En un tel état, on a approximativement 


Yx — 


7r= 


•/s=o. 
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deux fonctions c-, /), s, t) telles que 


X, 


Xe— — 


OV, 

t)<v 1 

0\jç 

d*v * 




Y e ~ — 


oy, 

oy’ 

Me 
Oy * 


Z/= - 


dV, 


7 _ « » < 

t*e — ; ; 


ov_c 

ûz 


Les équations (LfG) se résument alors dans Légalité approximative 

rfl>-Kf>rf(V f -+ \ e )—o. 

Cette égalité nous montre que Lon à approximativement 

f =/( V/4-S^). 

Dans un éial de quasi-équilibre > la distribution des densités au sein du 
fluide est telle que les points situes sur une même surface de niveau aient 
sensiblement la meme densité . 

En particulier, si les forces agissantes se réduisent à la pesanteur, le fluide en 
quasi-équilibre sera forme de couches horizontales dont'chacune aura sensible¬ 
ment la même densité cii tout point. 

Un tel état 11e sera pas un état permanent; la densité qui correspond à chaque 
clément lluidc variera très lentement jtisqiLau moment où la densité aura, en 
chaque point, la valeur p 0 que l’équation 


(* 3 ) 


Pl 


àapo) 


do 


1= o 


?<> 


fait correspondre à la pression P et à la température T qui régnent en ce point. 

Au lieu d*ôb$ervér le système à Létal de qiiasi-cquilibre, 011 peut Lobserver 
animé d’un mouvement sensible; les composantes q Jt) y>*) Y 3 ^accélération 
doivent alors figurer dans les équations (19), car elles ont des valeurs notables. La 
densité de chaque élément matériel varie avec une extrême lenteur; si Lon con¬ 
sidère deux instants, / 0 , /, qui ne sont pas très éloignés Lun de l’autre, un môme 
élément matériel a sensiblement même densité à l’instant t 0 et à l’instant t. 

Considérons l’étal du lluidc à un instant t 0 et, selon le procédé de Lagrange, 
caractérisons chaque point materiel par scs coordonnées a } b> c h cet instant; h ce 
même instant, la distribution des densités au sein du fluide est quelconque; 
/•(rt, b } c) est la densité du point matériel («, b } c). 

Proposons-nous d’étudier le mouvement du fluide à partir de Linslaut t 0} et 
pendant un laps de temps qui ne soit pas très long. Pour déterminer ce mouve¬ 
ment, nous devons faire usage des équations (iQ),quc nous pourrons mettre sous 



l/|2- 

la forme emploie par Lagrange : 


I 1 . DUJIKJI. 


w-+jéïi + : M 

Ou ' \ Ou du 

0 l> (ô\’ ( . 0 \ 

ûb + ' J \ôb + 1 b 


M 


Ov 0 x .v ■ Oy à 1 y 0 * 0 \i\ 


Ou Ot* Ou Oi 1 ^ Ou Ot 


O.v 0 **v Oy à i y # d*"d i ‘$ 
Jb W + ôb W + ôb Ol 


ûc 




: YOVi 0Y>\ /OY d* 

* J \ Oc ^ Oc ) ^ ' J \ Oc Ol* 


Oy O'y Oz 0 l z 
^ de ~dtd ~ h Oc dt* 


o 

0 = 

)= 


Oi 


O . 


En outre* nous devrons'considérer l’équation de continuité, mise également 
sous la forme de Lagrange,' 

à u 

ài? u ~ o - 

Enlin, tant rjueJa différence (l — l 0 ) n’cxcédéra pas Une certaine limite, nous 
aurons sensiblement 

p(ù* b, c, t) rr / (o, b> c). 

Celte égalilé jouera le rôle d’équation supplémentaire et ramènera l’équation 
de continuité à la forme 

- • dl) 


Ol 


o. 


Il est un problème, liés différent du précédent au point de Vue de la Physique, 
mais qui se traduit exactement par des équations de même forme; ce dernier 
problème peut donc servira illustrer lé premier; voici ce problème : 

Dans un lltiide incompressible, un corps est dissous; là concentration a, pour 
les divers éléments matériels, des valeurs très différentes et, comme la densité 
est fonction de la concentration, iLcn est de inéme de la densité* 

On suppose que le corps dissous sc diffuse dans le dissolvant avec Une extrême 
lenteur; si l’on désigne par s la concentration qui correspond à un 'élément 

déterminé du dissolvant, ^ aura, pour cet élément, une très petite valeur; il en 

sera de même de • 

ilt . 

Considérons le fluide à un instant / 0 ; soient, à ccl instant, ù i b } c les coor¬ 
données d’nii élément du dissolvant, coordonnées dont la connaissance permettra 
à tout instant de reconnaître cet élément; la densité, au sein de cet élément, 

esl/*(tf, b } c ) à l’instant / 0 cl p(tf, b } ê, /) à l’instant l\ si le laps de temps ( l — t 0 ) 

» • 

ti’esl pas extrêmement grand, p(rt, b y c t t) diffère très peu de r(a } b } c) } et le 
mouvement au sein de la dissolution est régi par les équations précédemment 
écrites. 
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Tons ceux qiti ont obsci'vé, àu sëih d’ith fluide, les slt'ics cl les traînées qui se 
manifestent au voisinage du point critique; qui oui observé également les mou¬ 
vements qui se produisentait sein d’une dissolution dé concentration très peu 
unifornic, orii jVir miiaiïjticrlVxirënicrcsscinblancc de ces pbénoiiièiics. L’analyse 
précédente précise cèiie aiïàloglc. 

La variation de la densité p d’iiiï fluide dont réfat à Voisine Pétai critique, ordi¬ 
nairement très lente, prend une vitesse notable si Pôn agite vivement le liquide.' 
Les considérations précédentes pêrniettcnt encore de rendre compte de ce fait. 

tJn certain espace contient iiii lhiidc que nous supposons dans un état de quasi- 
équilibré, en sorte que nous avons sensiblement 


7 - 


o, 


'tr— °> y z— o, 


Les équations (19) sé réduisent alors à 

OP / „ ' * dP / \r . \ r \ dP , v 

0y — p('/-P ^ c)s *XT — p(//+Z*). 


ÔZ 


Supposons les soimiies (X,*~J-X C ), '(V/-+- Y*), (Z i+//j e ) assez, petites pour que les 
variations de P, d’un point à l’autre de l’espace considéré, soient très petites; cela 
aura lieu, en particulier, si Pëspacc considéré à les dimensions généralement 
employées dans les recherche? sur le point critique et si le champ agissant se 
réduit à celui de la pesanteur. Toutes les valeurs de P sont supposées voisines de 
la pression critique. 

La température est également supposée presque uniforme dans l’espace con¬ 
sidéré etj partout, très voisine de la température critique. 

La densité p 0 , donnée par Pêgalitc (^ 3 ), n’en présente pas moins, au sein de 
l’espace considéré, des variations notables; mais, visiblement, toutes les valeurs 
de p 0 au sein de cet espace demeurent au nombre de celles pour lesquelles K(p 0 , T) 
a mie valeur extrêmement grande. 

Pour que notre état de quasi-équilibre soit possible il faut que les valeurs de p, 
aux divers points de l’espace considéré, soient aussi telles que F(p, T) ait une 
valeur extrêmement grande; nous supposerons qu’il en soit ainsi. 

Si Pon désigne par t la valeur très petite que prend le produit — pour 

un élément matériel donné, en ccl étal d’équilibre, 011 a, selon l’égalité (22), 


( 34 ) 


P 


, <K(p, T) 

do 


t. 


Supposons qu’on laisse ccl état de quasi-équilibre non troublé jusqu’à l’instant (. 
A partir de ce moment, on produit dans l’espace considéré une vive agitation. 
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Considérons un instant (\ postérieur à /, et tel que la différence (P — t) ne 
soit pas très grande. v 

A. I*instant P, bss composantes y*, ÿ,-, y* ont, en général, aux divers points dû 
fluide, des'valcurs notables que nous supposerons grandes par rapport aux X, Y, 7 »; 
si* par exemple, là seule forcé agissante est lapcsanicur,yx,Y^, y? seront supposés 
grands par l'intensité de la pesanteur; selon les égalités (Îq), il eii sera de môme 

de ^ subira donc, d'un point à l'autre de l’espace, des variations 

notables; sa valeur ne pourra être partout très voisine de la pression critique. 

Des lors, à l'instant P, pour un clément matériel donné, P a, en général, une 
valeur l M notablement différente de la valeur prise par la môme grandeur, potir le 
meme élément, à l'instant /, cette dernière différant très peu de la pression 
critique. 

Quant à la température T' an sein de l'élément considéré, à l'instaht P, nous 
supposerons qu'elle continue à différer très peu de la température critique et, 
partant, de T. 

S'il en est ainsi, on voit sans peine que n-a pu, pour l'élcment considéré, 

demeurer sans cesse très petit de l'instant t â l'instant t\ 

En effet, nous avons à l'instant P, pour l'élément considéré, 


(22 bis) 


P' 


wt tf'cV/H __ U'A 'n 




M 


do r 

Si, à l'instant a une valeur notable, la proposition est démontrée, il nous 


. . % M 4 . , ,X(p', T # ) do* 

reste donc a examiner le cas ou ~ a une très petite valeur, cas auquel - - -f — ^7 


a aussi une très petite valeur que nous désignerons par 
Les égalités (22 bis) et ( 34 ) nous donnent 


1 du • dp 


d* K(0 \ 

D'ailleurs, l 7 ili liera ni liés lieu de T, cl jamais extrêmement 

grand, a ’ 1 — \ ^ - diffère extrêmement peu de p ,a -~pf— • Si donc nous dési¬ 

gnons par Y ( une Irôs pelile grandeur, P égalité precedente devient 




P' - P + (j 


do 


do 
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uii hic» 




ri. 


/, a une valeur très pètitej 
( P' — P) à une valeur notable; 


<y 

dp 


, 'H (fi 


> T)~| * 

(f T -—- J n’a une valeur très grande que pour un fluide très peu compres¬ 
sible, ce qui n’a pas lieu dans le cas étudié ; 
par hypothèse, (t f — t) n’est pas extrêmement grand ; 

l’égalité précédente iie saurait avoir lieu si, entre les instants t et ^ était 
demeuré toujours très petit. 


Notre théorème est donc établi. 


§ 2. — ExTKXSJOA l>KS IlKSt'LTATS l’HrCKDKATS AUX COUPS IIAUITUKLLKMKAT 
AOMMÉS FLUIDES VISQUEUX. — CoMPÀKAÎSOX AVEC LES FAITS d’kX- 
PÉKIKACK. 


Il n’est pas malaisé d’étendre les considérations précédentes aux corps que 
l’on nomme habituellement fluides visqueux; il suffit, en effet, de suivre la voie 
qui a élu indiquée au Paragraphe A du Chapitre précédent. À l’égalité (aa) nous 
devrons substituer l’égalité 


(35) 


P — o 


T) 3 ).( o, T) 4T) dp 
üo 3 p dl 


qui est la forme prise par l’égalité ( 3 i) lorsque les actions sont newtoniennes; 
celte égalité ( 35 ) sc discutera d’ailleurs comme l’égalité (22); elle nous montrera 
encore que, en un fluide dont l’état diffère très peu de l’étal critique, la densité 
de chaque masse élémentaire ne varie qu’avec une extrême lenteur. 

Si donc on étudie le mouvement du fluide pendant un laps de temps de peu de 
durée, on pourra regarder la densité de chacune des masses élémentaires comme 
sensiblement constante; le fluide se mouvra à peu près comme un fluide hété¬ 
rogène et incompressible; mais ce dernier fluide, au lieu d’être dénué de viscosité 
comme il arrivait au Paragraphe précédent, sera ici un fluide visqueux; il scia 
inutile d’ajoiitcr que les actions de viscosité vérifient, au sein de ce dernier lluide, 
î’hypolhèséde Stokcs, car en un lluide incompressible les équations de la viscosité 
sont indépendantes de la relation qui peut exister entre les fonctions X( 4 o, T), 

Kp,T) - 

Le modèle qui nous a servi à illustrer le mouvement d’un lluide compressible 
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dont Pelai avoisine Pétai critique petit encore être employé, mais il doit être 
complété; nous devons supposer quenolrçdissôlulion mal mélangée et à diffusion 
lente est, en outre* une dîssojtitlori viscjïieûsc* Aîiisi complété, ce modèle fournit 
une image saisissante des stries et des traînées qui apparaissent, en un fluide, ail 
voisinage de Pétât critique. -, 

De nombreux observateurs ont remarqué ces stries cl ces traînées, ont étudié 
les états de quasi-équilibre que manifeste uii fluide placé en des circonstances 
peu différentes des conditions critiqués, ont remarqué Pextrémb lenteur avec 
laquelle s’établissait l’équilibre pvoprcincnl dit. Sans détailler toits les faits 
d’expérience qui ont été signalés, bornons nous à citer ceux qui les ont te plus 
soigneusement notés : ce sont MM* Caillciet et Colârdeau (*), M. de Heen ( 2 )j 
le prince Boris Galilzînc, soit seul (*), soit en collaboration avec M. J.Wilip (*); 
M. Gouy( 5 ), M. F.-V. Duelsliauvers-Déry (*), M.'Tratibe (’). Parmi ces nom¬ 
breux travaux, cciix de M. Gouy méritent une méntiôn spéciale; seuls, ils ont 
nettement mis èn évidence la notionde quasi-équilibre* 

Ces phénomènes ont donné lieu a des interprétations diverses et parfois assez 
étranges. Dès 1898 ( 8 ), iiôûs avions indiqué soiUmâircmcnt les principes que 
nous venons de développer et qui nous paraissent rendre un compte satisfaisant 
des particularités que présente un fluide au voisinage de l’état critique; mais nous 
avions cru nécessaire de supposer que X(£>, T) devenait infini au point critique; 
on voit, parce qui précède, qiic celle supposition est inutile; pour que nos rai¬ 
sonnements vaillent, il suffit qüc X(o, T) (nu§ I) où que [ 3 X(p, T)-j- ajji(p, T)] 
(au § 2) ne s’annule pas ail point critique. 


(*) Caiu.ktkt et Comiuikai;, Journal de Physique, série, t. VIII, 1S89, p. 38 p. — 
Annales île Chimie et de Physique, G e série, 1. XVIII, 1889, p. 2G9. 

(*) Dii II keN', Bulletin de VAcadémie Boy ale de Belgique, 3 'série, t* XXIV, I8y^, 
p, A)/. — Les légendes du point critique, Liège, 1901. — Les dernières mésaventures dû 
point critique , Liège, 1901. 

(*) Boris Gamtzixk, Wicdemànn's Annalen, Ile). L, 1893, p. a 5 i. 

(*) Boris 'Gai.itzi.nk ci J. Wimp, Bulletin de P Académie des Sciences de Saint- 
Pétersbourg, t. XI, n° 3 . — Rapports présentés au Congrès international de Physique, 
l. I, Paris, 1900, p. GG8. 

( 5 ) GoiJy, Comptes rendus, t. CXVf, 1893, p. 1289. 

(*) F.-V. DwELSiiAUVKRS-DÉav, Bulletin de P Académie Royale de Belgique, 3 e série, 
t. XXX, i 8 q 5 , p. 570. 

(M TimiBE, Drudc*s Annalen , Bd. VIH, 1902, p. '2G7. — On trouvera un exposé très 
complet de ces recherches et des théories, distinctes de la présente explication, auxquelles 
elles ont donné lieu dans : B. Mathias, Le point critique des corps purs, Paris, igof. 
Chapitre X. 

( 8 ) Traite élémentaire de Mécanique chimique fondée sur la 'thermodynamique, 
t. H, 1898, p. i 03 . 
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Ii ne paraît pas que notre explication ait été rèiharquée cîe la plupart des physi¬ 
ciens; ceux^ en petit nombre, qui Pont remarquée, rie semblent pas l'avoir com¬ 
prise; ils ont cru y voir une viscosité d'ttri nouveau genre et Pont considérée 
comme étant en désaccord avec la théorie générale de la viscosité; bien àu con¬ 
traire, elle est une conséquence nécessaire de celte théorie; elle ne licûrte même 
pas l’opinion des physiciens qui, sur la foi de la théorie cinétique des gaz, regar¬ 
deraient la relation de Slokes 

(/J) 3X(p, T) 4- 2p(p, T) — o 

comme exacte pour les gaz parfaits. 


NOTE. 

SUR LA VISCOSITÉ RT LÉ ÉROTfBMËNT AU CONTACT 1)H DRUX UQUIDHS 

PARFAITS ('). 


Au Paragraphe 2 du Chapitré II de la cinquième Partie, nous avons établi le 
théorème suivant : 

Un fluide parfait , c'est-à-dire dénué de toute viscosité interne, ne peut, en 
général, être affecté ni de viscosité, ni de frottement au contact d’une paroi 
solide. 


Nous nous proposons de montrer ici que, au contact de deux liquides par¬ 
faits, il ne peut, en général, se manifester ni viscosité, ni frottement. 

En efletj si la viscosité et le frottement n’étaient pas nuis tous deux le long de 
la surface par laquelle un fluitic parfait confine a un autre fluide, visqueux ou 
parfait, les deux fluides seraient soudés l’un à l’autre le long de la surface de 
contact (Recherches, IV e Partie, Cliap. II, §2); chacune des trois composantes 


de la vitesse demeurerait continue au travers de celle surface. 

Cela posé, considérons deux lluidcs parfaits cl incompressibles 1 et 2, se tou¬ 
chant le long de la surface S; supposons que, jusqu à 1 instant / = o, ces deux 
fluides soient en équilibre sous l’action de certaines forces extérieures dérivant 
d’une fonction potentielle; la surface S coïncide alors avec une certaine surface 
d’égal niveau potentiel. 


(i) Procès-vdrùaur des Séances de ta Société des Sciences physiques et naturelles 
de liordcaux, scancC du 19 février iqo 3 . 
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A rinsiaut 6 y mettons le système cri mouvement sans imprimer h aitcun 

élément matériel une'variâlîoiv briisque de vitesse* Le Ihéorèûlcdc Lagrange s’ap- 
plîqricra à *chacOn : dc nos deux liquides’; chacun d'eux admettra une fonction 
potentielle des vitesses, que nous désignerons par pôttr le'fluide et par.<p 2 
pour te fluide 2. Les composantes de la vitesse seront, au sein du fluide 1, ! 


(0 


"l — 


d?i 

O.v 


__ __ d?i 
- ày 


»'i 


à?i 

dz 


et, où sein du fluide 2, 


(i bis) 




_ defi 


0*v > 


i'i —- y-* 

<>y 


«'% = — 


d?3 


Au sein du fluide \ y la fonction o% vérifiera la condition 

* 

(2) - À?i~0, 

tandis que, au sein du fluide 2, la fonction '£> Vérifiera la condition 
(ibis) 

Les deux fluides ne .devant, le long de la surface S, ni,se coinpénêtrer, ni se 
séparer l’un de l’autre, on devra avoir, en tout point de cette surface et. à lotit 
instant, 


(3) 


ïf± —n 

ùn % On* ’ 


n i, //> étant les deux demi-normales à la surface S, respectivement dirigées vers 

» 

l’intérieur des fluides f et 2. 

Soit 0 une direction quelconque tangente, à l’instant /, à la surface S. La con¬ 
dition nécessaire et suffisante pour que, à cet instant, les deux fluides ne glissent 
pas Lun sur l’autre, s’exprime par l’égalité 


09 09 ~ 


o. 


Cette égalité exprime que, à l’instant considéré t y la différence ‘(cp a —<p|) a 
même valeur en tout point de la surface S. Ën d’autres termes, le long de la sur¬ 
face de contact des deux fluides, la différence (">*— <p,) a une valeur qui dépend 
seulement de l : 


( 4 ) 


=/(*)• 


Mais, à la fonction f ty je puis, comme fonction potentielle des vitesses du 
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fluide i ; substituer la fonction +'•/{()% ^juc je désignerai maintenant par ÿq. 
Les égalités (t), (i bts) } ( 2 ), (2 bis) et (3) subsistent, tandis que Légalité (4) 
devient 


( : >) — 

Les égalités ( 2 ), (2 bis) % (3) et (5) nous enseignent, selon iiii théorème bien 
connu, que les deux fondions potentielles 'fty 92 forment une fonction analy¬ 
tique Unique o dans toute f étendue du volume occupé par les deux Jluides 
1 et 2. En d’autres termes, le mouvement du système sera le même que si ce 
volume était occupé par un fluide unique ayant partout même densité . 

1} est clair, sans aucun calcul, que cette conclusion est inadmissible. Nous en 
serons encore .mieux convaincus par un exemple. 

Supposons que les deux fluides remplissent en entier un vase clos; soient 
U, V, \V les composantes de la vitesse d’iin point M, pris sur la surface interne 
de la paroi; soit n la normale à cette surface dirigée Vers l’intérieur du fluide. 
Nous aurons, en lotit point de la paroi, 



U eos(/i, œ) -h V cos(«, /) -t- W cos(/i, z) 


On 


zzi O, 


en nicme temps que nous aurons, en tout point de l’espace que celte paroi 
circonscrit, 


(7) A(p = o. 

Si, pour tout point M de la surface de la paroi et pour tout instant /, on sc 
donne U, V, W, les égalités ( 6 ) et ( 7 ) déterminent la fonction <p à une fonction 
près de t et, par conséquent, déterminent complètement le mouvement des deux 
fluides. 

Supposons que le mouvement imprimé au vase se réduise à une translation, 
d’ailleurs quelconque : 

u=*<0. v = kï</>, w = ï(/). 


Les égalités (0) et ( 7 ) nous donneraient 

—[Ê(0^ + m o(t\v + <(*)*]+ 

^(/) étant une fonction arbitraire de /, et ce serait la seule forme possible de f f> 
en sorte que toutes les parties du fluide subiraient la même translation (pic la 
paroi. 

Or, on peut choisir les fonctions Ç( <), r,(/), £(/) qui sont, jusqu’ici, entière- 



iSo . p, düiieh* 

ment arbitraires, de telle sorte que, tout en dcineûrant continues, elles s’annulent 
à partir de l’instant / = / tf iôndis que les trois quantités 



auront telles valeurs que Toit voudra. A partir de cet instant /|, le fluide sera en 
équilibre} la sürfacé S, qui aura subi une siiripté translation de coirtposahtes 
A, llj C, devra, à l’instant / — coïncider avec une surface d'égal niveau 

Si des forces dérivent d’une 
fonction potentielle ) une portion quelconque d’une surface d’égal niveau 
potentiel se trouve encore, après Une translation quelconque, sur une surface 
' d'égal niveau potentiel. 

Visiblement, cette conclusion est absurde* 


potentiel. 

On parviendrait donc à là'conùlusioh suivante : 



as y/; 



QÜ AT Ri KM K PARTIK. 

»ES CO.NMTIO.NS AIX I.IHiTKS. 


CIIAlMTHK"1. 


Sur le frottement ............ . i 

§ l. —' Du frottement en général........ i 

§2. — Frottement au contact de deux corps solides... i(i 



§ 1. — Viscosité et frottement a la surface de deux corps, dont l’un au moins 

est tluide. ...«.... 

§ 2. — Conditions Vérifiées à la surface de contact de deux lluidcs... 

§ 3. — Conditions vérifiées à la surface de contact d’un solide et d’un lluide. 


JA 

->î 

:n 


CHAmiui in. 

Du régime permanent au sein iVun fluide visqueux . 

1. — La condition d’adhérence doit être assimilée à rintroduction de nouvelles liai¬ 
sons. — Énoncé et démonstration d’un Icminc.*.. Uj 

2. — Kcoulemcnt permanent d’un liquide, de profondeur et de hauteur infinies, 

coulant entre des parois verticales... 

§ 3. — Un cylindre indéfini, au sein dhin lluide indéfini, éprouve mi mouvement uni¬ 
forme dans une direction perpendiculaire aux génératrices.{8 

§ t. — De l’écoulement permanent par filets parallèles. 5* 

§ — Fluide visqueux entre deux plans parallèles. fio 

§ 6. — Fluide compris entre deux cylindres de révolution de même axe et animé d’un 

mouvement de rotation uniforme autour de cet axe. tVF 

D., Il, 


21 
















I 02 


S >• 
§ *• 


TAIII.B IIKS. MATlfcHES. 

CIIAlUTllK IV. 

h;t). 

La condition aux limites supplémentaire* * .. 7 3 

✓ 

Dcf dégagements de chaleur nu sein d*uh système <loht diverses parties frottent 
les unes sur les antres. ;.... i............. * *......... 7 3 

ha condition supplémentaire en une surface le long de laquelle deux corps 
glissent l'un sur Toutre........ 77 


CIIAlHtHlî V. 

Élude historique sur les conditions vérifiées aux limites d'un Jluide . 79 

Conclusion de la quatrième Partie.*... .... 95 


CINQUIÈME PARTIE. 

LE IHÉORÉMÈ DK LAGRANGE ET LES CONDITIONS AUX tlMÎTKS. 


CHAPITRE I 

Le théorème de Lagrange et les liquides visqueux .............. 99 

§ I. — Extension du théorème de Lagrange aux fluides incompressibles visqueux*... 99 

§ 2 . — Forme des actions de viscosité lorsque les rotations sont nullcs.... ......... 111 

chapitre li. 

Le théorème de Lagrange et les conditions aux limites ..' n 3 

$ I. — Un fluide animé d’un mouvement sans rotation peut-il adhérer à fa sürfacc 

d’un liquide qu*il baigne?..... .i... u 3 

§ 2 . — Conséquences relatives aux fluides parfaits.. *. u.f 

§ 3 . — Les liquides visqueux et rexistencc du frottement aux surfaces limites. 1 15 

§ f. — Les liqu ides visqueux et la viscosité le long des surfaces de contact avec les 

solides immergés ..... 1 iG 

§ ». — Examen des résultats obtenus aux deux paragraphes précédents............. 120 


SIXIÈME PARTIE. 

SLR LES DEUX COEFFICIENTS DE VISCOSITÉ ET LA VISCOSITÉ AU VOISINAGE DF. L’ÉTAT CRITIQUE. 


CHAPITRE I. 

Iles deux coefficients de viscosité X(p # T), jjtfp, T).. 12) 

§ I. — Examen des diverses hypothèses qui ont été faites touchant les coefficients de 

viscosité X(p, T), p(p, T)... 19/J 


















i VA ^ W 


tau).K ï)ks jiArifciiKs. 1 53 ■ 

2 . — Forme nécessaire des actions de viscosité au scîu d'un fluide proprement «fil. 

Impossibilité des liquides visqueux... » ...... viy 

3 . ' — Propriétés-des fluides compressibles visqueux........ i 3 i 

i. — Itetour tiûx fonùules’généralcs de Ja viscosité. Combinaison des considérations 

précédentes cl de l'hypothèse de Stokes..... s 31 * 


CliAPItÛE II. 

Les phénomènes de viscosité au voisinage de Vêlai critique . 

I. — Les effets de ta viscosité, au voisinage du point critique, eu un corps rigoureu¬ 
sement fluide........ . . .. ; ...... 

§ 3 . — Kxtension des résultats précédents aux corps habituellement nommes fluides 
visqueux. Comparaison avec les faits d’expcricnce...*... 



i3<> 

\.'ô 


Noté* 


Sur la viscosité et le frottement au contact de deux liquides parfaits . i f 7 


Fl X 


DK LA T A B L K 


DES MATIÈRES. 
















PA IUS. 


— IMPlUMKI11K GAbTii ïkk vÉL i.Aiis. 
Quai des Grands^Aiigïistiu?, 5>.; 










1 /iHH.ùiMK■;oXuTiUKit-viiL^fts;'^ oks : (iiii>^s^^ixs, 4JI». a i*;vms (é'). 

y Envoi lÿaneo.'d|»ç>fïôtp céhtïô niàrnlal /doï|ÿ3f£ ou/ 1 %Vl^. • : : j. 


APPELL, ( Pâui)lvMpMirô,iiô)^ i ipstjtüif 

•-•V ‘f^s.Ÿ/èfcl K^èuliCd ■ 

y dé^B^iéinCies^;3 Voliîmes |rmùHi|^i;èo Vqn%iip^paféiiî)(^|^'^^ ^ÿ 

( X ; / * : y£- . 1 » i' ' ,",-.* *•■/’■; ' .jy.; Vc ?>y ': •;•./. -’-rJ■. >•:*''?■' ..*;’r’.% v vV'^ '' ,r - r ‘. î 

: , ToMferlj 

• : fondue. avec 178 figures; <902 i v' . Vit *V;v. i\v ïvïï'/ï V^v^^tS fiy 


■-X' 


•.>'-î .-/.*• 


, 'i'rt)i|i U;. — Djriçunifjiù*déTixftèiRésfXïdcdniqité•'arjiilyVfjiïej'ï* édi-Y 

• - ; . ■ vMPn. > ^ 9®| * .* •-« * . 4 * • ’ •>••'«• . i : . • ‘.*'> > • '• V i ».’•. •■'; * * « v • t 1^. fr/. .. 

y Toiù>: 111.' .-— /iqtif libre et'■'ïnout'à/netîi des niûiëuxcà/û/nïü % ;/gv$.c • 
70 figures; ' ï9o3.a'.vU',.' ./.y ;UV'.y.?vÿ V,fr. r 

BRILLOÜIÎi(Mar6el ),.MaUrO do'Con^rences.V î’ftéoîô K’prrrtûlo.sU jtériyti fey 
:;.yÿRecherchés'^ééôftf-ès àür diverSésy^uo 5 ^ô^ s ^*H^^rp; 4 ÿ^âp^q[Ü$X'? 
.Cfïxjipsê )tci iràymijç dé.'yb^ 

;, Loûtf ltVVi.iîiGii.. ('{qurhiiiqns tiaûs ;fos: (luWcs:'|iarfailS r - jTli^orl^Kxpé-' 
nonces;,X\|ip!Icolions. Aloriiôs-(ourt)iIloi 1 s ). ' li \?.\; Avec ! figurés-dans -lé.; 
.■•.vWxjdj; i&ji.:..'.-'A.. -V.. .•. i v # ?:V;v s ;i'-: : .-y.vHy fÿ £?L. 5 <> ci, 

BbVSSI^ÉSQ(Ji)LAÏcinbrô d(i rlrtstitul^ TÊéprie 

• : billôûnant ot •tüi^ultùèük • dés liqûides dâiis îes lits 'rëctiljgneà 

à grande sëctiôn/à'vôl. inf.f° sô vendant ^éjiàréïiiëht/Xv/ 

' . . 1 “ MbsioirÙ : Àégiinc ïtriifor/iiü; 18^7.; i ; ; v • 15 ».i ^/V; *y-. ‘3 fr. 
IP Miîmoirb : filude des 'r^onci : gra<«re/À^ i$gÿ.‘ a ’• ?.ûfc 

1 .- A '- ’r ' ’ • ' • -. - * ! i r 4 ../yy ■'/ - .. 

DÜLÔS (Pascal), Professeur do Mécaâujuo à 1 ’Écùlqd’Ar l s ëtXléiicjfs et à 
l’Êcolo déà.Scipncqs. d’Angêrs; — Cours de Mécanique, k] l’üsèeé des 



et dei Travaux publics .) 


Çet important Ouvragé, rédigé pour les Écoles d’Àrls ét Àlètlers^côiivséut auJf 
biiiliotliè'iucs de quarllcr dos Lycées cl Collèges,' ou les èlcvç9 de 5 ‘ cl G* anriccs 
le consuheroHl avec fruit ; les Torues 1 et II sont utiles aux c.utdidàtâ aù Certificat 
d’aptitude; les candidats à l’Agicgation y trouveront traitées plusieurs leçoni 
qu’ils peuvent avoir à fairo sur la Mécanique. 


On verni séparément ehaijiie Tome 

Tome 1 • Composition île* forcés, — Équilibré des corps :solùles.\ -r-f.C entre 
de gravité. — Machines simples, — Ponts suspendus. --■ Travai( deï forces, 
— Principe,des forces viéès, — Moments'd'inertie.'?- Toréé centrifuge, 
Pendule simple cl-pendule composé ; — Centré dé percussion.- -t‘ Régulateur, et 
force centrifuge. — Pendulebalistique, à* édition} 1 885 .., .> 9 fr. éo c. 

Tome II : désista Aces nuisibles ou passives, —, Frottement, -^ytp'p lient ion 
aux machines. — Raideur des cordes. Application.du ihéorèmC des forces 
vives à l'établissement des machines.Théorie des votantii —' Réshlitnçe des 
matériaux, a* édition ; 1887...... ^7 fr. 5 é ç. 



Tome JV î Thermodj-nhmiqué. — Machinci à vâpeur. ^ Prihéipaiix ijpesde 
machines à vapehr. — Chaudières à vapeur.,— Machines h air chaud et à gaz. 
Calcul des volants. — Appar ciIs dynam om étriquei, a'éditiôn ; 1891g fr. 5 d c; 

, Tome V i Distribution de la ntapeUr dans' les çjdiuJéés. ~r\ Moh/eiktnt 
des tiroirs. — Distributions simples . — Distributions d deuxliràirs/ — Dia¬ 
grammes rectangulaires. — Diagrammes polaires. — applications aux détentes 
lés plus usuelles; 1882.... i. ; 5 fr. 5 o c. 
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; çàni.Qüe viftdâstnéLlfÿrpîiÿ'siide ; P^;^ip®?l“lë.niâïéy^^|yAc)ji^';RbjjljééJ 
i#af!yÀT^^i;.ïn^f«î’é.^)gîêft’4î>©.(fl0.é‘iîai^jfaëUirél^^ï'État/ un b'eâd yp|(une« 
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POKCELETi y^?..Üotits. àé Mécâùiquè;^;âppftqÀèë ^.îii maèM^eéîff»i\LWfc 
i>àr fïreizr ingéateür en chef des Manüîactürès Vio d’Ktât‘Vôi ivoiumes/ 

' 111 - 8 . ;. ; _.yy y/y-y, c .-r/, ; :t : ;.- ■■;■;;:• .y;yyÿW-/;®;Sy:^Æ 
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POKCEIii.Ti.ie 7 : M^moiré snir -lës rVditiës'.ih^âttÜj^é^ bdBehçotifbes 5 

: V4Mûq8't>ai ; rd#sb^;sufvi. / fj < Ë^4^MPdâ;4^;i|é8;À^jM'm$6dui^f3Ci 

, bès roüè‘s: : ^j(|^Hjpni;irôyjiô|-'^cdrrlgdoVqiia'ug'^^Hrô^'XÇMlSŸ^^i^ôirâ5 
; ! des expénènèëà'en. grand TpldÇitTS à !îa; hoûVèHo.; r ô tyôj; \ P^i il g 1 ia n 1/jü f * è 7 
. 1 tistriicUoti j'iraitqtto ’ sur’' la manièrb'/dè;;jtrpcétlcf•'C. s^n'vétâpilsëpfnenVtfi 
in-fy pj;;.YiSa>«*«*■?».•*!»>'iyy. : wh. ;v _ y>v.y ?y.;v’.v; .7 fr/j 
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ViÈILtE (J;)' jiectëur 'de ï’ÀeAdèbiié do' Dijôii 
niqué,^^rédîgbs^^dnfdrfn’binofiî aji. ^çbgramniPi.du^';hÔ!ÙvéSü-jilâl]‘ ; d*ëliMlpày 
«les l.yeécs. 4* édition, ln-8, avec 1 ^0 figtircs'; 1882........ 4 f r * 5ô Ci. 

WITZ ( Aimé). Docteur ès Sciences,-.liigénieur desvVrts. cl* Àlaÿufîiçttiréa.y; 
1 ‘rofessçor a là Facnllé libfo dos. Sciences do Mlle..—- Lés Mapîiln6f' : 
thermiques à vapeur, à air chaud et A gaz tonnants. Polit in-8 avcc : 
18 figures; 1894. \ • . - •; 

llrocliô........... > fr. 5 o l Cartonné....... » ï, 3 fr. 


33-298 


Paris. — Imprimerie CAÛtïlIRIl-VÏfcl.AR$, quai des Grànds-Àugiistins, 5.V.' 





